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PRAENOTANDA.

CALCULO INTEGRALI
IN GENERE.

Definitio 1.
1.

Calculus integralis est methodus, ex data differentialium rela~
lione inveniendi relationem ipsarum quantitatum: et operatio, qua
hoc praeflatur, integratio vocari solet. ‘

Corollarium f{.

2. Cum igitur calculus differentialis ex data relatione quan-
titatum variabilium , relationem differentialium investigare doceat:
calculus integralis methodum inversam suppeditat.

Corollarinm 2.

3. Quemadmodum scilicet in Analysi perpetuo binae opera-
tiones sibi opponuntur, veluti subtractio additioni, divisio multipli-
cationi, extractio radicum evectioni ad potestates , ita etiam simili
ratione calculus integralis calculo differentiali opponitur.

Corollarium 8.

4. Proposita relatione quacunque inter binas quantitates varia-
biles x et y, in calculo differentiali methodus traditur rationem
differentialium Jy : dz investigandi: sin autem vicissim ex hac diffe-
rentialium ratione ipsa quantitatum x et y relatio sit definienda,
hoc opus calculo integrali tribuitur.

1
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Scholion 1.

6. In calculo differentiali jam notavi, quaestionem de differen-
tialibus non absolute scd relative esse intelligendam, ita ut, si y
fuerit functio quaecunque ipsius z, non tam ipsum eius differentiale
0y, quam eius ratio ad differentiale 0 x sit definienda. Cum enim
omnia differentialia per se sint nihilo aequalia, quaecunque functio
y fuerit ipsius z, semper est dy — 0, neque sic quicquam amplius
absolute quaeri posset. Yerum quaestio ita rite proponi debet, ut
dum 2z incrementum capit infinite parvum adeoque evanescens 0 x,
definiatur ratio incrementi functionis ¥, qued inde capiet, ad istud
O x: etsi enim utrumque .est — 0, tamen ratio certa inter ea in-
tercedit, quae in calculo differentiali proprie investigatur. TIta si

dy

fuerit y — 2 2, in calculo differentiali ostenditur esse §2 — 2z,

neque hanc incrementorum rationem esse veram , nisi incrementum
O x, ex quo Oy nascitur, nihilo aequale statuatur. Verum tamen,
hac vera differentialium notionec observata, locutiones communes ,
quibus differentialia quasi absolute enunciantur , tolerari possunt,
dummodo semper in mente saltem ad veritatem referantur. Recte
ergo dicimus, si ¥y — 2, fore gy — 2x0x, tam etsi falsum non
esset, si quis diceret J ¥y — 3x0x, vel dy — 4z9 =z, quoniam ob
0x — 0 et dy — 0, hae aequalitates aeque subsisterent; sed prima

. e 0 .
sola rationi verae a%: 2 x est consentanea.

Scholion 2.

6. Qucmadmodum calculus differentialis apud Anglos methodus
fluxionum appellatur, ita calculus integralis ab iis methodus fluxio-
num inuersa vocari solet, quandoquidem a fluxionibus ad quanti-
tates fluentes revertitur. Quas enim nos quantitates variabiles vo-
camus , eas Angli nomine magis idoneo quantitates fluentes vocant,
.t earum incrementa infinite parva seu evanescentia fluxiones no-
minant , ita vt fluxiones ipsis idem sint, quod nobis differentialia.
Haec diversitas loquendi ita iam wusu invaluit, ut conciliatio vix
unquam sit expectanda; equidem Anglos in formulis loquendi luben-
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ter imitarer, sed signa quibus nos utimur, illorum signis longe an-
teferenda videntur. Verum cum tot iam libri utraque ratione con-
scripti prodierint, huiusmodi conciliatio nullum usum esset habitura.

Decfinitio 2.

7. Cum functionis cuiuscunque ipsius z differentiale huiusmodi
habeat formam X d x, proposita tali forma differentiali X d z, in
qua X sit functio quaecunque ipsius x, illa functio, cuius differen-
tiale est — X 9 x, huius vocatur integrale, et praefixo signo /
indicari solet: ita vt /X 0 x eam denotet quantitatem variabilem,
cuius differentiale est — X 9 .

Corollarium ¢,

8. Quemadmodum ergo propositaec formulae differentialis XJx
integrale, seu ea functio ipsius 2, cuius differentiale est =—= X 9 =,
quae hac scriptura /X g z indicatur, investigari debeat, in calculo
integrali est explicandum.

Corollarium 2.

9. Uti ergo littera o signum est differentiationis, ita littera
J pro signo integrationis utimur, sicque haec duo signa sibi mutwo
opponuntur, ct quasi se destruunt: scilicet /9 X erit == X, quis
ca quantitas denotatur cuius differentiale est 90X, quae utique est X.

Corollarium 8.
10. Cum igitur harum ipsius x functionum

@ ' Y (aa—zx)

differentialia sint
n—s’ —x 02

220z, nz" 0=z, T

signo integrationis /° adhibendo, patet fore:
s —x3x __ A
[rada—zx; fna® 0a=2"; S W:-_;J —1aa—2zx)

unde usus huius signi clarius perspicitur.
. L 1 ]
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Scholion 1.

11. Hic wunica tantum quantitas variabilis in computum in-
gredi videtur, cum tamen statuamus tam in calculo differentiali
quam integrali, semper rationem duorum pluriumve differentialium
spectari. Verum etsi hic_una tantum quantitas variabilis z apparet,
tamen revera duae considetwntur; altera enim est ipsa illa functio,
cuius differcntiale sumimus esse X 0 #, quae si designetur littera y,
erit Jy — X da, seu g—i — X, ita ut hic omnino ratio differen-
tialium 9y.0x proponatur, quae est ——X, indeque erit y— /X Jz:
hoc autem integrale non tam ex ipso differentiali X g z, quod
vtique est — 0, quam ex eius ratione ad g x inveniri ,est censen-
dum. Caeterum hoc signum / vocabulo summae efferri solet, quod
ex conceptu parum idoneo, quo integrale tanquam summa omnium
differentialium spectatur , est natum; neque maiore iure . admitti
potest, quam vulgo lineae ex punctis constare concipi solent.

Scholion 2.

12. At calculus integralis multo latius quam ad huiusmodi
formulas integrandas patet, quae unicam variabilem complectusntur.
Quemadmodum enim hic functio unius variabilis x ex data.differen-
tialis forma investigatur; ita calculus integralis quoque extendi debet
ad functiones duarum pluriumve variabiliam investigandas, cum re-
latio quaedam differentialium fuerit proposita. Deinde -calcules in-
tegralis non solum ad differentialia primi ordinis adstringitur, sed
etiam praecepta tradere debet, quorum ope functiones tam unius
quam duarum pluriumve variabilium investigari queant, cum relatio
quaedam differentialium secundi altiorisve cuiusdam ordinis fuerit
data. Atque hanc ob rem definitionem calculi integralis ita instru-
ximus, vt omnes huiusmodi investigationes in se complecteretur; dif-
ferentialia enim cuiusque ordinis intelligi debent, et voce relationis,
quae inter ea proponatur, sum "usus, ut latius pateret voce rationis,
quae tantum duorum differentialium comparationem indicare videa-
tur. Ex his ergo divisionem calculi integralis constituere poterimus.



(20}

IN GENERE.
Definitio 8.

‘ 13. Calculus integralis dividitur in duas partes, quarum prior
tradit methodum, functionem = unius variabilis inveniendi ex data
Quadan_x relatione inter eius differentialia tam primi quam altiorum
ordinum. ' '

Pars autem altera methodum continet, functionem duarum plu-
riumve variabilium inveniendi, cum relatio inter eius differcntialia
sive primi sive altioris cuiusdam gradus fuerit proposita.

Corollarium 1.

14. Prout ergo functio ex data differentialium relatione inve-
nienda, vel vnicam variabilem complectitur, vel duas pluresve,
inde calculus integralis commode in duas partes principales dispes-
citur, quibus exponendis ddos libros destinamus.

Cb‘tollarium 2.

15. Semper igitur calculus integralis in inventione functionum
vel unius vel plurium variabilium versatar, cum scilicet relatio quae-
piam inter eius differentialia sive altioris cuiuspiam ordinis fuerit -
proposita, ‘

Scholion.

16, Cum hic primam partem calculi integralis in investigas
tione functionum unicae variabilis ex data differentialium relatione
constituamus, plures partes pro numero variabilium functionem in-
gredientium constitui debere videatur, ita ut pars secunda functio-
nes duarum variabilium, tertia trium, quarta quatuor etc. complec-
tatur. Verum pro his posterioribus partibus methodus fere eadem
requiritur, ita ut si inventio functionum duas variabiles involventium
fuerit in potestate, via ad eas, quae plures variabiles implicant,
satis sit' patefacta; unde inventionem eiusmodi functionum, quae
duas pluresve variabiles continent, commode coniungimus, indeque
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unicam partem calculi integralis constituimus, posteriori libro trac-
tandam.

-~ Caeternm haec altera pars in elementis adhuc nusquam est
tractata, etiamsi eius usus in Mechanica ac praecipue in doctrina
fluidorum maximi sit usus. Quocirca cum in hoc genere praeter
prima rudimenta vix quicquam sit exploratum, noster secundus liber
de calculo integrali admodum erit sterilis, ac praeter commemora-
tionem eorum, quae adhuc desiderantur, parum erit expectandum;

verum hoc ipsum ad scientiae incrementum multum conferre vide-
tur.,

.

Definitio 4.

17. Uterque de calculo integrali liber commode subdividitur
in partes pro gradu differentialium, ex quorum relatione functionem
quaesitam investigari oportet. Ita prima pars versatur in relatione
differentialium primi gradus, secunda in relatione differentialium se-
cundi gradus, quorsum etiam differentialia altiorum graduum ob
tenuitatem eorum, quae adhuc sunt investigata, referri possunt.

Corollarium 1.

18. Tterque ergo liber eonstabit duabus partibus, in quarum
priore relatio inter differentialia primi gradus proposita considera-
bitur, in posteriore vero eiusmodi integrationes ocecurrent, vbi rela-
tio inier diflerentialia secundi altiorumve graduum preponiur.

Coroellarinm 2.

1:9. In primi -ergo libri parte prima eiusmodi functio variabi-
lis z invenienda proponitur, ut posita ea functione —y, et

gi::p,‘ relatio quaecunque data inter has tres quantitates x, y etp

adimpleatur: seu proposita quacunque aequatione inter has ternas
quantitates, ut indoles functionis y seu acquatio iater x et y tan-
tum, exclusa p, eruatur.



IN GENERE. "

Corollarium 3.

20. Posterioris autem partis primi libri quaestiones ita erunt
comparatae, ut posito gi = p, g—z::q, gg:r etc. si propona-
tur aequatio quaccunque inter quantitates x, ¥, p, ¢, r etc. indoles

functionis y per x, seu aequatio inter x et y eliciatwr.

Bcholion ¢%.

21. Quae adhuc in calculo integrali sunt elaborata maximam
partem ad libri primi partem primam sunt referenda, in qua exco-
lenda Geometrae imprimis operam suam collocarunt: pauca sunt
quae in parte posteriore sunt praestita, et alter liber, quem secun-
dum fecimus, etiamnunc fere vacuus est relictus. Prima autem pars
libri primi, in qua potissimum nostra tractatio consumetur, denuo
in plures sectiones distinguitur, pro modo relationis, quae inter
quantitates z, ¥y et p— g—: proponitur. Relatio enim prae cae-

teris simplicissima est, quando p— g—i aequatur functioni cuipiam

ipsius x, qua posita — X, vt sit g—'—: =X seu dy — XJz; totum
negotium in integratione formulae differentialis X gz absolvitur: huius
operationis jam supra mentionem fecimus, quae vulgo sub titulo
integrationis formularum differentialium simplicium, seu unicam varia-

bilem involventium tractari solet. Eodem res rediret, si p — g%

aequaretur functioni ipsius gy tantum, quandoquidem quantitates
x et y ita inter se reciprocantur, ut altera tanquam functio alte-
rius spectari possit; haec ergo ad sectionem primam referentur.

. __0dy « . . :
Sin autem p —— J7 aequetur expressioni ambas quantitates x et y
involventi, aequatio habetur differentialis huius formae Pdx:+ Qgy=o0,
ubi P et Q sunt expressiones quaecunque ex x, y et constantibus

~

conflatae. Quanquam autem Geometrae multum in huiusmodi aequa-
tionum integratione desudarunt, tamen vix ultra quosdam casus satis
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particulares’ sunt progressi. Sin autem p magis complicate per
T et y determinatur, ut eius valor explicite exhiberi nequeat, veluti
si fuerit:

P=zzp—zypta5—y*

ne via quidem constat tentanda, quomodo inde relatio inter z et Yy
investigari queat: pauca ergo, quae hic tradere licebit, cum praece-
dentibus secundam sectionem primae partis libri primi occupabunt.
Ita ex universa nostra tractatione magis patebit, quod adhuc in
calculo integrali desideretur, quam quid iam sit expeditum, cum hoe
prae illo ut minima auaedam particula sit spectandum.

Scholion 2.

22. In singulis partibus, quas enarravimus, fieri etiam solet,
ut non solum vna quaedam functio, sed etiam simul plures inve-
stigentur, ita vt neutra sinc reliquis definiri possit, quemadmodum
in Algcbra communi usu venit, ut ad solutionem problematis plures
incognitac in calculum sint introducendae, quae deinceps per totidem
acquationes determinentur. Veluti si eiusmodi binae functiones yetz
ipsius x sint inveniendae, ut sit:

Yy + azz29x =0, et zx 9z -+ bxydy — coy:

hinc novae subdivisiones nostrae tractationis constitui possent. Ve-
rum quia hic ut in Algebra communi totum negotium ad elimina-
tioncm unius litterag revocatur, ut deinceps duae tantum variabiles
in una aequatione supersint, hinc tractatio non multiplicanda vi-
detur.

Scholion 3.

23. Tn secundo libro calculi integralis, quo functio duarum
pluriumve variabilium ex data differcntialium relatione investigatur ,
multo maior quacstionum varictas locum habet. Sit enim z functio

hinarum variabilium & et ¢ investiganda, et cum (3:) denotet ratio-



nem’ ejus differentialis ad J x, si sola x pro variabili habeatur, at
(g-’-:) rationem ejus differentialis ad J¢, si sola ¢ variabilis sumatur;
prima pars ejusmodi continebit quaestiones, in quibus certa quaedam
relatio inter quantitates zx, ¢, z et (g—-:), (.-g—’;) proponitur, et quaes-
tio huc redit, ut hinc aequatio inter 8olas quantitates x, ¢ et %

eruatur; inde enim qualis 2 sit functio ipsarum x et ¢, patebit. In

sccunda parte praeter has formulas (g-g) et a_’:) etiam istae 9;0_;:).

( sa—:-:—) et (;at?—a’—), in computum ingredientur: quarum significatio
ita est intelligenda, ut positis prioribus G—:’) —=pet (gi:) —g¢q, ubi
P et g iterum certac erunt functiones ipsofum x et £, futurum
sit simili expressionis modo,

=6 CHI=CH=ED: G%)=G6D-

Proposita ergo relatione inter has formulas et praecedentes, simul-
que ipsas quantitates z, £ et 2, aequatio inter ternas istas quantita-
tes solas x, £ et z erui debet. Hujusmodi quaestiones frequenter
occurrunt in Mechanica et Hydraulica, quando motus corporum
flexibilium et fluidorum indagatur; ex quo maxime est optandum, ut
haec altera sectio secundi libri calculi integralis omni cura excola-
tur. Neque vero opus erit, ut hanc investigationem ad differentia-
lia altiora extendamus, cum nullae adhuc quaestiones sint tractatae,
quae tanta calculi incrementa desiderent.

Definitio 5.

24, Si functiones, quae in calculo integrali ex relatione diffe-
rentialiam quaeruntur, algebraice exhiberi mequeant, tum eae vocan-
tur transcendentes, quandoquidem earum ratio vires Analyseos com-
munis transcendit.

Corollarium 1.

26. Quoties ergo integratio mom succedit, toties functio quae
per integrationem guaesitur, pro transcendente est babends. Its
2
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gi- formula: différentialis X  z integrationem mnon admittit, ejus inte-
grale, . qaod- ita- indicari- solet' /'Xsg=:, est.funetio transcendens
ipsius -

Q.o o'l.hi rivm: 2

- 26. Hinc . mtelligntur, si.y fuerit functlo transcendens |ps|us
x, vieissim fore x funcuonem transcendentem ipsius y, atque ex
hwo. cenversione novaetfuncuongs transcendentes oriuntur.

. Corollarium- 3.

2"t. Pro variis partibus et sectionibus. calculi integralis nascuns "
tur etiam plura genera functionum transcendentium, quorum adeo’
numerus! in igfinitum: exsurgit: unde. patet,. quanta - copia; omnium
quantitatum. possibilium, nobis adhuc 8it ignota.,

.
3

Scholion, {4

L

28. Jam ante quam in Ahalysin inflfitornm penetravimus
specles quasdam functionum transcendentium cognoscere licuit. Pri<
mam suppeditavit doctrina logarithmorum: si enim gy denotet loga-
rithmum ipsius z, ut sit y == I, erit' y utique functio transcendens
ipsius x, sicque logarithmi quasi primam speciem functionum trans-
cendentium constituunt. Deinde cum ex aequatione y—/x vicissim
sit z —= e”, erit x utique etiam functio- transcendens ipsius y:
tales functiones vocantur exponentiales. Porro autem consideratio
engulorum- aliud genus aperuit: veluti si angulus, cujus sinus est
we s, ponatur, =¥, ut sit = Arc. sin. s, nullum est dubium;
quin- @~ sit - functio- transcendens - ipsius s, et .quidem infiftitiformigs
hincque cum convertendo prodeat s=—sin.{, erit-etiam sinue s
functio transcendens anguli P, Quanquamy autem hae functiones
transcendentes sine subsidio calculi integralis sunt agnitae, tamen
ini.ipso-+ quasi - limina - calouli imegrelia- ad- eas- deducimur: earumque
dmtloles: its. nobie- jam-esv.pevspceta;, -ut prepemodum- functionibus
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--algebraicis -aceenseri queant. .Quare etiam perpeteo in calculo in.
- ¢egrali, queties functiones transcendentes ibi repertas ad logarithmps
~vel angulas reveeare licet, -eas-tanquam algebraicas .speciare . sp-
lemus.

Scholion 2.

29. Cum calculus integralis ex inversione calculi differentialis
“-oriatur, perifde - ac ‘religirae ‘méthodi inversae ad notitidm novi ge-
‘ ‘nefis "quantitatum mos- perducit. Ita 8i a 'tyréne: primoram- elemen-
-torum nihil praeter notitiam ‘‘numerortm -integrorum - positixorwn

postulemus, apprehensa additione, statim atque ad operationem in-
versam, subtractionem scilicet, ducitur,’ notionem numerorum negativo-
« gum:.assequetur. Deinde multiplieatione -tradita, .cum .ad divisionem
.- progreditur , ibi notjonem fractionum accipiet. Porro postquam
« evectiomem "ad - botes;atg:s didicerit , . si; per operationem inversam
" .estraetionem _radicum suscipiat, quoties «.ncgotiu'm non - succedit ,
+ideam -numerorum- iryationalium adipiscetur , haecque . eqguitio per
.totam - Analysin cominupem sufficiens censetur. Simili -eygo.modo
calculus integralis , quatenus.integratio,. non .succedit ,. novum .nobis
..genus :quantitatum . transcendentium gperit. Non enim , .uti amnium
.differentialia: exhiberi .possunt , ita .vicissim omnium _differentialium
intggralia exhibere lLicet. : :

: ‘Scholign "3. | .
180, “Neque “Yero-$tatim -ac- primis conates iniintegratine: exe
pedienda fuerint initi, functiones quaesitae pro transcendentibus-sant
habendae; fieri cnim 5saepe solet, ut intggrale etiam algebraicum
nonnisi per operationes artificiosas obtineri queat. Deinde quando
- fanctio -quaesita -fuerit-transcendens , solicite’ videndum est, num
. forte ad spccies - illas -simplicissimas - logarithmorum vel angulorum
i'Tevoeari ;'possit, .quo casu solutio algebraicae essct aequiparanda.
-:Quodsi minus successerit, fornmam tamen. simplicissimam functionwum

transcendentium, ad quam quacsitam reduceye, liceat,. indagari .coRve-
' e .
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niet. Ad usum sutem longe commodissimum est, ut valores func-
tionum transcendentium vero proxime exhibentur, quem in finem
Insignis pars calculi integralis in investigationem serierum infinitarum
impenditur, quae valores earum fynctionum contincant.

Theorema.

31. Omnes functiones per calculum integralem inventae sunt
indeterminatae, ac requirunt determinationem ex natura quaestionis,
eujus solutionem suppeditant, petendam.

Demonstratio.

31. Cum semper infinitae dentur functiones, quarum idem est
(differentiale , siquidem functionis P-4~ C, quicunque valor constanti
C tribuatur, differentiale idem est — JP: vicissim etiam proposito
differentiali 9 P, integrale est P4~ C, ubi pro C quantitatem con-
stantem quamcunque ponere licet: unde patet eam functionem, cujus
differentiale datur —— 9 P, esse indeterminatam, cum quantitatem
constantem arbitrariam in se involvat. Idem etiam eveniat necesse
" est, si functio ex quacunque differentialium relatione sit determinanda,
semperque complectetur quantitatem constantem arbitrariam, cujus
nullum vestigium in relatione differentialium apparuit. Determina-
bitur ergo hujusmodi functio per calculum integralem inventa, dum
eonstanti illi arbitrariae certus valor tribuitur, quem semper naturs
-quaestionis, cujus solutio ad illam functionem perduxerat, suppedi-
tabit.

Corollarium {1,

32. Si ergo functio y ipsius = ex relatione quapiam differen-
tialium definitur, per constantem arbitrariam ingressam ita deter-
minari potest, ut posito x — a flat y = b: quo facto functio erit
determinata, et pro quovis valore ipsi x tributo functio y determi-
natum obtinebit valorem.
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Corollarium 2,

33. 8i ex relatione differentialium secundi gradus functio g
definiatur , binas involvet constantes arbitrarias, ideoque duplicem
determinationem admittit, qua effici potest, ut posito == a, non
solum y obtineat datum valorem b, sed etiam ratio g—-‘: dato valori

¢ flat aequalis.
Corollarinm 3.

34. Si y sit functio binarum variabiliuom 2 et £ ex relatione
differentialium eruta, etiam constantem arbitrariam involvet, cujus
determinatione effici poterit, ut posito {——a, sequatio inter y et =
prodeat data, scu naturam datae cujuspism curvae exprimat.

Scholion.

856. Ista functionum integralium, sen quae per calculum inte-
gralem sunt inventae, determinatio quovis casu ex natura quaestionis
tractatae facile deducitur; neque ulla difficuitate laborat, nisi forte
practer necessitatem solutio ad differentialia fuerit perducta, cum per
Analysin communem erui potuisset: quo casu perinde atque in Alge-
bra quasi radices inutiles ingeruntur. Cum autem haec determinatio
tantum in applicatione ad certos casus instituatur, hic ubi integrandi
methodum in genere tradimus, integralia in omni amplitudine cona-
bimur; ita ut constantes per integrationem ingressae maneant arbi-
trariae, neque nisi conditio quaedam urgeat, eas determinabimus.
Caeterum determinatio functionum ipsins 2 simplicissima est, que
eac cagu & — 0, ipsae evanescentes redduntur. '

Definitio 6.

86. Integrale completum exhiberi dicitur, quando functio guae-
sita omni extensione cum constante arbitraria repraesentatur. Quando
autem ista constans jam certo modo est determinata, integrale vo-
cari solet particulare.
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Pars prior: Seu Investigatio functionum duarum tantum variabie -
lium ex data differentialium cujusvis gradus relatione.

Pars posterior: Seu Investigatio functionum trium variabilium ex
data differentialium relatione. '
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CAPUT L

DE

INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFEREN-
TIALIUM RATIONALIUM.

Definitio.
40.

Formula differentialis rationalis est, quando variabilis z, cujus
functio quaeritur, differentiale d= multiplicatur in functionem ratio-
nalem ipsius 2: seu si X designet functionem rationalem ipsius x,
haéc formula differentialis X 9 x dicitur rationalis.

-Corollarium 1,

41. In hoc ergo capite ejusmodi functio ipsius z quaeritur,

. oy o e s e e
quae si ponatur y, ut j7 aequetur functioni rationali ipsius x seu

: : : .9
posita tali functione — X, ut sit 52 = X.

Corollarium- 2.

42. Hinc quaeritur ejusmodi functio ipsius z, cujus differen-
tiale sit — X 0 #; hujus ergo integrale, quod ita indicari solet
/X 0 z, praebebit functionem quaesitam.

Corollarium 3.

43. Quodsi P fuerit ejusmodi functio ipsius z, ut ejus diffe-
rentiale JP sit —XJdx, quoniam quantitatis P-4C idem est diffe-
rentiale, formulac propositae XJz integrale completum est P-~C.

Scholion {.

44. Ad libri primi partem priorem hujusmodi referuntur quaes-

tiones, quibus functiones solius variabilis x, ex data diflerentialium
*e
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primi gradus relatione quacruntur. Scilicet si functio quaesita —y
et g% ——p, id praestani oportet, ut proposita aequatione quacunque
inter ternas quantitates x, y et p, inde indoles functionis y, seu
aequatio inter x et y, clisa littera p, inveniatur. Quaestio autem
sic in ‘genere propusita vires amalyscos adeo superare videtur, ut
¢jus solutio nunquam expectari queat. In casibus igitar simplicio-
ribus vires nostrac sunt exercendae, inter quos primum occurrit
casus, quo p functioni cuipiam ipsius z puta X aequatur, ut sit
‘}—:.—_-_x, seu 9 y — X 0 z, ideoque integrale y — /"X 9 x requira-
tur, in quo primam scctionem collocamus. Verum et hic casus
pro varia indole functionis X latissime patet, ac plurimis difficulta-
tibus implicatar: unde in hoc capite ejusmodi tantum quaestiones
evolvere instituimus, in- quibus ista functio X est rationalis: deinceps
ad functiones irrationales atque adeo transcendentes progressuri.
Hinc ista pars commode in duas sectiones subdividitur, in quarum
altera integratio formularum simpliciam , quibus p — 32 functioni
tantum ipsius x aequatur, est tradenda, in altera autem rationem
integrandi doceri conveniet, cum proposita fuerit aequatio quaecun-
que ipsarum x, ¥ et p. 'Et cum in his duabus sectionibus, ac po-
tissimum priorc, a Geometris plurimum sit elaboratum, eae maximam
partem totius operis complebunt.

Scholion 2.

46. Prima autem integrationis principia ex ipso calculo diffe-
rentiali sunt petenda, perinde ac principia divisionis ex multiplicatio-
ne, et principia extractionis radicum ex ratione evectionis ad pote-
states sumi golent. Cum igitur si quantitas differentianda ex phuri-
bus partibus constet, ut P+Q—R, ejus differentiale sit dP+ gQ—9R, -
ita vicissim si formula differentialis ex pluribus partibus constet, ut
Por—+4-Qox—Roz, integrale erit /Pozx—+ /Qox— SRz singulis sci-
licet partibus seorsim integrandis. Deinde cum quantitatis aP differentia-
lo sit adP, formulae differentialis aPgx integrale erit a /PJx: scilicet
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per quam quantitatem constantem formula differentialis multiplicatur,
per eandem integrale multiplicari debet. Ita si formula differentialis
sit aPgxr—+4-56Qox—+4cRox, quaecunque functiones ipsius x litteris
P, Q, R designentur, integrale erit a/Podx -+ 8/Qozx 4 c/Rox:
ita ut integratio tantum in singulis formulis Pox, Q9x et Rz, sit
instituenda. Hocque facto insuper adjici debet constans arbitra-
ria C, ut integrale completum obtineatur.

Problema 1.

46. Invenire functionem ipsius x, ut ejus dxﬁ‘erenuale st
— ax" 0x, seu integrare formulam differentialem a z" a x.

Solutio.
Cum potestatis z" differentiale sit mz™ " @z, erit vicissim:
Sma™ 0 x—=m /2™ 'dx—=2", idcoque Sz 'dx —=5a".

Fiat m — {1 —n, seu m —n -} 1, erit:

n — s s el
Sz =g x et afa’dx= u—_—._—lz

Unde formulae differentialis propositae @ 2”0z integrale completum
erit .:_. 2" 4 C, cujus ratio vel inde patet, quod ejus differen=
tiale revera fit ——az"0 x. Atque . haec integratio semper locum

habet, quicunque numerus exponenti n tribuatur, sive positivus sive
negativus, sive integer sive fractus, sive etiam irrationalis.

Unicus casus hinc excipitur, quo est exponens n —— {, seun
haec formula °—i—" integranda proponitur. Verum in calculo difle-
rendali jam ostendimus, si /z denotet logarithmum hyperbolicum
ipsius =, fore ejus differéntiale — Q:; unde vicissim concludimus

esse fa?x =lz, et [ ‘2 T—=—alx. Quare adjecta constante arbi-

traria, erit formulae '—:—' integrale completum — alz—-C—=k"4-C:
quud etiam pro C ponendo /¢, ita exprimitur /c z".
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Corollarium f{.

47. Formulae ergo differentialis @ 2”9 z integrale semper est
algebraicum, solo excepto casu quo n—— — 1, et integrale per lo-
garithmos exprimitur, qui ad functionis transcendentes sunt referendi.

Est scilicet f‘%iz:alx—-}-C:l-c z°.
Corollarium 2,

48. Si exponens n numeros positivos denotet, sequentes inte-
grationes utpote maxime obviae probe sunt tenendae:

Sadx —=azx-+C; /’ame::%ww-{-—C; fax’az:§x3+c;
faxsbx:.%x&—i—c; Sfaztdx—2% z54-C; Sax®dx—5x5+C; etc.

Corollariam 3.

49. Si n sit numerus negativus, posito n — — m, fit

adx a

1—m — —a .
% —an? TC=m=ym=1t6GC
unde hi casus simpliciores notentur :
adx__ —a . fedx
—55——~—+C f x’q—ax:c_‘—c f = '—33'+c’
G ox __ —
a,gf—4,‘+ [ =5+ C; et

Corollarium 4.

60. Quin etiam si n denotet numeros fractos, integralia hinc
obtinentur.  Sit primo n = ’-5', erit :

Sfadzxy 2™ =_2-zya"+C. '

Unde casus notentur :
Sadxyz= zyz+C; /’axbx;/x_—_’?‘ap’}/x_‘__c; .
j‘(ur:o.~ax1/x-;_.—’7".%3 Y z—+C; fax%a;;/x::%x*;/d—[—C; ete.
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Corollarium 6. ' :
61. Ponatur etiam n —= ==, et habebitar

adx a2a —aa ‘A
me—z—-—m }/x"‘+c—_('m—z))/x""""+c'

Unde hi casus notentur : : i
adx adx ___—aa
Pr=sayaaC [HE=TEHC
adx ___ —aa adx ___ —aa
xx)’x_-.’.x?x—l"c fx’ﬁ—sz’)’a_l—c ete..

b Corollarnum 6.

s ieme .
’ -t \ 3 -

62. Si in genere ponamus n=" 'i' ﬁet

| il
]'a:c ax ——r-xl' +C seu per radxc.alw

faax}/x _;1+ )/z"'""'—l-c.

Sin autem ponatur 7 — — habebitur :

V

foa%‘wzvy:p. z " G e Per “d‘“n“" P
z

faax ';/x"'""-l—C.- g _-. R

Y a V_
Scholiom f.

§3. Quanquamr in hoc ‘capiter functiones tantum rationales
tractare institueram, tamen istae irrationalitates tam sponte se ‘ob-
wulerunt, ut ‘perinde ac rationales: tractari possin{. Caeterum hinc
quoque formulae magis complicatac integrari, possunt, .8i pro z funcs
tiones alius cujuspiam variabilis z statuantur. Veluti si ponamus
& =[-} 9%, e¥it gx ==goz: .quare si pro a,scribamus %.. habebitars.
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‘ ' . __ e 4=
[80z2(f4+92) =gy (f+9a 7 +C.
Casu autem singulari, quo » —= — {:
- a0%

j+gz— I(f+g2)+c.

Tum si sit n —= — m, fiet:

adz A
f( :z)?‘""('u—'):(f-i'l*'*)’_'F +¢C.
Ac posito n — , prodit:
+

/aaz(f+gz> —'(',+,;r(f+gz)' +C.
Posito autem n — — o o'btmctnr, i |
‘802 “____-- va(f+gz) “-|—C;

/(f+yz)7 (v—g)g(f-i-g;)'
Scholion 2.

54. Caeterum hic insignis proprietas annotari meretur. Cnm

hic quneratur functio y, ut sit Jy — ax"dx, si ponamus’ g—’,—_—_ Ps

haec habebitur relatio p—az", ex qua functio y investigari debet.

Quouniam igitur est : :
Y= a2 4c,

ob az® —p, erit quoque y — ”9 .=} C: sicque casum habemus,

ubi relatio differentialium per aequauanem quandam inter z, y etp

proponitur , cuique jam novimus satisfieri per aequationem y=—

'_:_' 2" 4-C. Verum haec non amplius erit integrale completum

pro relatione in sequatione y :1;%_1, ~+C contenta, sed tantum
particulare , quoniam integrale illud non involvit novam constantem,
quac in relgtione differentiali non imsit. Integrale autem comple-
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tum est y — ,:_:l 2"+ 4. C: novam _constantem D involvens: hine

enim fit %—an —p, ideoque y — 2= ?” 4 C. Etsi hoc non
ad praesens institutum pertinet, tamen notasse juvabit.

Problema 2.

65. Invenire functionem ipsius =, cujus differentiale sit —Xoz,

denotante X functionem quamcunque rationalem integram ipsius
z, seu definire integrale /X 9 x.

Solutio.

Cum X sit functio rationalis integra ipsius =, in hac forma
contineatur necesse est:

X—=a—+4 Bz 4 ya®+ 32° 4 ext - {25 4 ete.
unde per problema praecedens integrale quaesitum est
SX0x =C4az+}pz"+ vz’ + 10zt -1 as 3 {28+ ete.
Atque in genere si sit X — azt + Bzt 4y’ + etc. erit
SX0x =C+ 7, A “—_‘:_—l it '+'l z*+i4-ete,
ubi exponentes A, M, v etc. etiam numeros tam negativos quam
fractos significare possunt; dummodo notetur, si fuerit A — — 1,

fore [ a—l—?c—z — alx, qui est unicus casus ad ordinem transcenden-
tium referendus.

Problema 3.

56. Si X deénotet functionem quamcunque rationalem fractam

ipsius x, methodum describere, cujus ope formulae X 9 z integrale
investigari conveniat,

Solutio.

Sit igitur X — M % ita ut M et N futurae sint functiones in-

tegrae ipsius x, ac primo dispiciatur, num summa potestas ipsius
Z in numeratore M tanta sit, vel etiam major quam in denomina-

4
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tore N? quo casu ex fractione !1:' partes integrae per divisionem
eliciantur, quarum integratio, cum mhil habeat difficultatis, totum
negotium reducitur ad ejusmodi fractionem i’: »- in. cujus- numeratore
M suirma potestas ipsius  minor sit quam denominatore N..

Tum quaerantur omnes factores ipsius denominatoris N, tam-
simplices si fuerint reales, quam. duplices reales, vicem .scilicet bi-
norum simplicium imaginariorum gerentes; ‘simulque videndum est,
utrum hi factores omnes sint inacquales nec ne? pro factorum: enim .
;‘_ in fractiones. simplices
est jastituenda, quandoquidem. ex singulis factoribus fractiones: par-
tiales nascuntur, quarum.aggregatum. fractioni propositae ’—l‘ aequa--

- aequalitate alio modo resolutio fractionis

tur. Scilicet ex factore simplici a@—4-bx nasecitur: fractio. 3 _,_,, = si

bini sint acquales, seu denommator N. factorem» habeat. (@ + bx)*,

hinc nascuntur fractiones t—- 55 = +b—x;~ ex hujusmodi. autem.

factore (@ =+ &x)3 hae tres fractiones-
A 8 C
S el W e pP e

et ita porro.

Factor autem duplex, cujus forma est aa=—— 2 abx cos. ¢

o} dbaar, nisi alius ipsi fuerit acqualis, dabit fractionem partialem
A-b-Bx '

ad-- 34 b x\'dﬁ-{ +jb;§

tores acquales iavolvat, inde nascuatur binae hujusmodi fractiones

pattiales:

¢ si autem denominator N duos hujusmodi fac-

A4-Bx + C—+4Dx
(@aa—sadncesdbxx)? ec— 3 bx ces. §+bbxz

at ol enbus adeo (@a — Qadarcos. & 4-bbxx)® fuerit factor de-
noiinatovis N, ex eo oviunter hujusmodi tres fractiones partiales :

-% By + C+DS
(...--:;"g.'w:.{-r‘oaa)) (2e—2adx oc.d+o0x4 3
+ ;"“"F:
a8 —33bxces. +=dbbxx

et lta porte.
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Cum igitur hoc modo fractio proposita 1!: in omnes suas frac-
tiones simplices fuerit resoluta, omnes continebuntur in alterutra

harum formarum,
A A4-B2
vel G+bx)m vel (a—2abxcos.+bbxx)t?
ac singulos jam per Jzx multiplicatos integrari oportet, erit omnium
horum integralium aggregatum valor functionis quaesitae /X 0 2

=/ 30

Corollarium {.

57. Pro integratione ergo omnium hujusmodi formularum
:—'bx, totum ncgotium reducitur ad integrationem hujusmodi bina-

rum formularum:

f Adzx etf (A4+Bx)ox
(+bx)m (1a — 2abxcos.d 4+ bbxx)V
dum pro n successive scribuntur numeri 1, 2, 3, 4 etc.

Corollarium 2.

8. Ac prioris quidem formae integrale jam supra (§3) est
expeditum, unde patet fore:

: fa:_a:x‘-él(a-i—bx)-—f-Const.v

A D
[c570= b(a+b"5+' .

Adx __
f(d—i—l:x)! - 35(4+bx)a + Const.
et generatim:

Adx —A
f(a +bx)t (n——x)b(a-i—bx)fl—l —+ Const.

Corollarium 3.

69. Ad propositum ergo absolvendum nikil alind superest,
nisi ut integratio hujus formulae

/‘ (A4Bx)dx
(a.x——-aabxcos.f—*—bble'l
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-doceatur, primo quidem casu n=—— 1, tum vero casibus n = 2,
n—3, n—4, etc.

Scholion 1.

60. Nisi vellemus imaginaria evitare, totum negotium ex jam
traditis confici posset: denominatore enim N in omnes suos factores
simplices resoluto, sive sint reales sive imaginarii, fractio proposita:

semper resolvi poterit in fractiones partiales hujus formae ——;—, vel

L
hujus ('a +Ab P quarum integralia cum sint in promptu, totius formae

——ax mtegrale habetur. Tum autem non parum molestum foret

binas paltes imaginarias ita conjungere, ut exprcssm realis resulta-
t, quod tamen rei natura absolute exigit.

Scholion 2.

61. Hic utique postulamus, resolutionem cujusque functionis .
integrae in factores nobis concedi, etiamsi algebra neutiquam adhuc
eo sit perducta, ut haec resolutio actu institui possit. Hoc autem
in Analysi ubique postulari solet, ut quo longius progrediamur, ea
quae retro sunt relicta, etiamsi non satis fuerint cxplorata, tanquam
cognita assumamus: sufficere scilicet hic potest, omnes factores
per methodum approximationum quantumvis prope assignari posse.
Simili modo cum in calculo integrali longius processerimus, integra-
lia omnium hujusmodi formularum X 9 z, quaecunque functio ipsius
x littera X significetur , tanquam cognita spectabimus; plurimumque
nobis praestitisse videbimur, si integralia magis abscondita ad eas
formas reducere valuerimus: atque hoc etiam in usu practico nihil
turbat, cum valores talium formularum /X 9 , quantumvis prope
assignare liceat, uti in sequentibus ostendemus. Caeterum ad has
integrationes , resolutio denominatoris N in suos factores absolute
est necessaria , propterea quod singuli hi factores in expressionem
integralis ingrediuntur: paucissimi sunt casus, iique maxime obvii,
quibus ista resolutione carere possumus: veluti si proponawr haec
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formula —:: a,,_”, statim patet, posito 2"——v, eam abire in n-——(la_:’_ 2>

cujus integrale est :—ll(i—{—v):%l(i —+2™); ubi resolutione in facto-
res non fuerat opus. Verum hujusmodi casus per se tam sunt
perspicui, ut eorum tractatio nulla peculiari explicatione indigeat.

~ Problema 4.

62. Invenire integl'ale hujus formulae:
y= f (A4+Bx)dx

ea—a2aabxcos.{+bbxx’

Solutioe.

Cum numerator duabus constet partibus Adx -} Bxdx, haec
posterior Bxdx sequenti modo tolli poterit. Cum sit

l@aa— 2abzxcos. +bbxax) = :‘:_"_:a:b‘:‘ci '}'_:_bb"b’; i",

multiplicetur haec aequatio per ’%, et a proposita auferatur: sic

- enim prodibit " '
Bacos.d\

(A=) o=

aa— 2abxeos.d +bbxz

y —ﬁ—bl(aa-—zabxcos.g'—i— bbxx) _:f

ita ut haec tantum formula integranda supersit. Ponatur brevitatis

gratia A E—"—;"L{ — C, ut habeatur haec formula: -

f Cdx
aa—aabxcos.l4-bbxx?
quae ita exhiberi potest ..

f Cdx

aasin.{*+4 (bx —acos. )T

Statuatur bz — a cos. { — av sin. £, hincque Jz “a”;’" $: unde
formula nostra erit:

f Caodwvsin {:b —_ f
aasin.* (1 +~vw) absm I'g x+-v'v

Ex calculo autem differentiali novimus esse:
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fv —_— bx—acos. g,
fl Tew — Arc. tang v — Arc. tang ’—a"—ne—— 5
.unde ob C — fb—”’?—-ﬂr g, erit nostrum mtcgrale
= ba‘::""n";‘ ¢ Are. tang bxa 51:. ";’ f' )
. " - A B a - o
Quocirca formulae -propositae — z( 2 ;’;—cogf)g_:bb" Integrale est:
Ab—+Bacos.¢ "bx—acos.?

35 [(@a — 2 abzcos.l~4-bbxx) + “abbsmg  Arc. tang. —2s5m8,
. quod .ut . fiat . completum, .constans . arbitraria :-C .insuper : addatur.

{Cordlla_i'ium tq,

- 63. Si ad Are. tang. ﬂ%—%g’;f addamus° Arc tang. 2 g, quip-
*pe qui in constante - addenda : contentus . concipiatur, ; prodnblt iAre.

- tang, _bxsind e imus:
e 3 sicque habeblmus.

f " (A=+4-Bzx)d=x - ; b ~F l(aa—2abxcos. {—{—bbzx)

¢a—aab xcos. g’+bbxx

Ab~-Baces. _bzsin.d
e “abbsing Arc. ‘tang'a—bxco:_.‘f

" - adjecta, constante C. _
fCorollarium 2.

4. ' S{ velimus ut integrale hoc -evanescat , ~ posito "x;—_?o,'
constans C sumi debet — _.__n_ Jaa,-sicque fiet:

. f " (A—4-Rx)dx . «BZV( a—aabxcosil+bbxx)
au—3aubxcos. 4+ bbxx . bb

* Ab—+-Bacos.¢ bxsm.f
+ abbsin.g Arc: tang — b x cos. ¢’

Pendet ergo hoc integrale partim-a logarithmis,'-partim"ab arcubus
circularibus . scu angulis,

+Corollarium :8.

65. Si littera B evanescat, pars.a logarithmis -pendens - eva-

neseit, fitque
. JN Adx — bxsin, g’
ja—a—-qabx os.+bbxx absm 2 - Are. tang —bx co—?

sicque per solum angulum definitur.
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Corollarium. 4

66. Si angulus . sit. rcctus,: ideoque co0s. =0, cbwin.f{:l,
habebitur :

(\—{-—-ﬁx)ar‘ V(aa+bbx1)
f sa4-bbxx bbl a + Arc mm! + C.
8i angulus-J sit. 60°, ideoque cos.J =1} et sin. = Ts? erit: -
(A+Bx)dx __B,V(ea—abx+4bbxx) aAb-+Ba bxV
jaA—aox.Ar-bbzx?—'bblz a - + abby'3 ‘Arcvtang.. ag— bx*
At si-'¢ = 120°% ideoque cos. J = — } et sing { i —;3- erit:
(r\-}-Bﬂax B,V(aat+abx+bbxx) aAb—B1 .b.fl/i
agtabxtobazT bbl a - + abby'3 - Arc. tang. 2d bz’

Sccholion= {1..

67.”. Omnino - hic™ notatu - dignum : evenit , quod: casu-J = 0
quocdenominator- aa.—2 abx -'bbzxx fit. quadratum,: ratio anguli
ex .integrali - discedat. . Posito - enim.angulo- ¢ infinite parvo, erit
cos:id —1.et sin,J = ¢; unde pars logarithmica- fit 'b% 1,5—'—7’3-5, et.
altera: pars : -

Ab+-Ba bx{ —(Ab4-Ba)x -
57 Arc. tang. - = i)
quia s arcus'  infinite « parvi- ;P__ib%‘_ tangens - ipsi- est: aequalis ; - sicque
hacc: pars . fit. algebraica.- Quocirca erit :

(A+-Bx)dx a—bx Ab—4B )2
f (a-—bx)"‘—"b—bl a +£b(a_bx)+COnst. 5

eujuswemas ex praecedentibus est manifesta:. est. enim -

A+4+Bx ___ Ab—8a
(a—bx)3—" b(a—b'”j+b(a—bx)" :
Jam . vero- est’

—Bix " _ R . B, __ B,a—b

ba—bx) — plla—b2) —pla=g Rt
j(\b+n~)a= Ab+Be __ (Ab—~4Ba)__ (Ab-+ ‘a)=

b(a—bx) "~ ~— bb(a— bx) . abb. — ab(a—bx)?

siquidem utraque- integratio -ita . determinetur ut, -casu & — 0, inte-
gralia evanescant.
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Scholion 2.

68. Simili modo, quo hic usi sumus, si in formula differen-
tiali fracta Ema—”, summa potestas ipsius 2, in numeratore M, uno

. gradu minor sit quam in denominatore N, ectiam is terminus tolli
poterit.  Sit enim

M—Aax** 4 Bz*?* + Cax™3 4~ etc.

N—=az" -+ 2" —+ ya2"? 4 ete.

‘Moz ___

ac ponatur T = dy: Cum jam sit

ON = naz""" 9z + (n — 1) 2" 2 dz 4 (n—2)y 2" 3Jz -}-ete.

.’t .
! A9N
naN

—23x (Aa:"—' - == (= ') AB gn—a -+ ("—’)A'yx"‘s-l—etc.)

quo valoro mdc subtracto remanebit:

a‘y__AaN KB _ QLE:}'*_B)Q,H_I_(C (n—s) A-y)za-z_,_ etc.}

naNT N

Quare si brevitatis gratia ponatur: .
B— Ol = ¢ — OS5I =@ D — C0M = Dy et
obtinebitur: 4

_ A IN - fax(%x"—’—l—@x""3—l—@x"_4+etc.)__, Moz
Y= a z"(Bat T 2" Jz"3-etc.” ' N °
Hoc igitr modo omnes formulae differentiales fractae eo reduci
possunt, ut summa potestas ipsius z in numeratore duobus pluribus-

ve gradibus minor sit guam in denominatore.

Problema 5.

(A4-3x)9x
(@aa — 2abx cos. { + bbxx)rtr
ad aliam similem reducere, ubi potestas denominatoris sit uno grae

du inferior.

69. Formulam intcgralem f
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Solutio.

.

Sit brevitatis gratia aa — 2abx cos. 4 bbzxx=—X, do

(A +~Bx 9 :
ponatur [ P f—y. Cum ob X = — 2abdx cos. ¢

,+ 2 66:8.1‘, Slt’

c¢4- Dz __  n(C 4D X D=
xu R 4""‘ X»+: + X=

:ideoque : . ‘

C4D an(C-l—Dx)(acos ,—bx)ox Doz

o=/ X +/5#
J)abebnmus-

C+Dz ﬂx[A+2nCdbcos z;+m;+2 nDabcos. Z—2anb)—2nDbbxz‘]
Irx S
: D o

X

Jam in formula priori litterae (C ct D ita definiantur, .ut.numers-
tor per X fiat divisibilis. Opoxtet ergo Bit == zngxax, amnds
,panciscimur:

A+ 2nCabcos. !, — —2nrDaa, et

B+ 2nDabcos. {n— 2nCbb — 4nDabggs. z,

seu B — 2nChb — 2nDab cos. 4] hucquc

B —-—an Cbb ' ’ C \(
N T
At ex priori conditione est .
2nDa — A—’_:c”“’ <, quibus ;aequatis fit:

Ba~A-Abcos.{ — 2nCabb sin. é‘:::. 0, seu

—_— Ba—+- Abcp: {
’C zuabbsm {’ . unde
B — 2nCbb="1 asin g —Ba—Abgors{ . a\boord~Bacps £
' asind* asingd  *
.:‘Ab—rsa.c.g ¢
anaad sin.';"

jta @it reperiatur D — Sumtis -ergo litteris

B
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Ba-4- Adcos.¢ ,___—-Ab-—-ﬂatos-f .
Cc= ncl,abbs:ftogf’ et D= angabsin. {T—’ erit
y+c+nx‘_f——,nna: fbaz —(3n=—f) Df
ideoque : .
. (A+Bx)ax — C —D=x 00X .
[ =——p—— — @n — DD [ 2y sive.
(A+8Bx)dx __-——Baa—Aabcas. {4 (Abb 4 Babcos.{x .
f Xn+s — ancabdsm I X"

i Gr—y (b Bac of

anaagbsin.l®
Quare si formula f Zn constet, etiam integrale hoc

S (A+B2)d% pesignari poterit.

X+t

Corollarium:" 4.

~70. Cum igitur manente

X —aa — 2abzcos. {+ bbzx, fit

fa’c abm ,Am tang. ‘%&—f———{— Const erit:
(¢+B.:)az_;.—-ncr—~Acbcos {+(Abb+Bobca JY=
f - ¢ naabbb sin. %‘X
- Ab+8.cos x sin.
+—m—§-.—Arc. tang ‘Tm_? + Const.
ldeoque posito B— 0 et A— 1, fiet

ax ___ —eacos.{+bx bxsin.
f}T’ ~— aaabsin. ?X + ,fbﬁf.'? Arc. tang. ;T_W + Const.

Integrale ergo [ -(—A—'L%ﬂ-a—f logarithmos non involvit.

Corollarium 2.

74. Hinc ergo cum sit:
0x __ —acos.{+b=x
X® =" 4aabsin ¢3. X3 + 4¢um§’ X‘+ Const.
erit illum valorem substituendo :
0x ___ —acos.{—4-bx -+ 3(—acos.d4-bx)
X? T 4aabsin.{3.X? 2.4a%bsind* X

1.3 A bxsin.d
-+ -4a¢dsin. g6 Arc. tang. e —bxcos. ¢

Hincque porro concluditur :
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oz ___ —acos.{+ b2 5(—acos.l+bx) S .5(a—cos 43x)

fx‘—ocabsin.g’.x’+4.6u‘bsiu§‘.X’ 2.4.8a%bsin.d%. X
" 1.3.5 bxsin.d

-+ 2.4.6a7 bsin. &7 Arc. tang. a— bx cos. ¢

Corollarium 3.

‘y

72. Sic ulterius progrediendo , omnium hujusmodi formularum
integralia obtinebuntur:

ox dx dx dx
X Jxo | xa [ xe0 Cte.

quorum primum arcu circulari solo exprimitur, reliqua vero prae-
terca partes algebraicas continent.

Scholion.

. . . z .
73. Sufficit autem integralia f Xn: Dosse, qua formula.
Aw-Bx)ox
f ( 3;1;-:) facile eo reducitur: ita enim repraesentari potest

1 ,2Abbdx—+ 2Bbbxzdx — 2Babdxcos.l'+2Babdx cos.
2bbf . Xt ¢
quae ob 2bbxdx — 2abdx cos./ — 0X, abit in hanc

t ,BoX 1 (Ab+4 Bacos. ) ox
Y0 G S A U

0X | .
At f —XT_*—_—; —— n—ii», unde habebitur:

f(A-[-Bx) dz _ —B Ab—]—-Bacos.{I oz
X" 2nbbX® b X+

: . X ' S
unde tantum opus est nosse integralia f ﬁ:*:’ ‘quae modo exhibui-

mus. Atque haec sunt omnia subsidia quibus indigemus ad owmnes
formulas fractas %a x integrandas, dummodo ‘M et N sunt functio-

0

\
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Exemplum 2.

‘ , 2 1dx | :
77. Proposita formula differentiali T siquidem -ex-

ponens m—{ minor sit quam n, integrale definire.

In capite ultimo Institut. Caleuli Differential. invenimus-fractio-
"

. . . . x *
nes simplices, in quas haec fractio g resolvitur, sumto = pre
x

measura duorum angulorum rectorum, in hac forma generali con- -
tineri :
2eim BA=DT gy mEE=)T__ 2cos. BE=)T (1 _ cos. ——)—" ')
n
n(1 — 2xcos.(—2+xz)

ubi pro k successive omnes numeros 1, 2, 3, etc. substitui conve-
nit, quoad 2k—1 numcrum n superare incipiat. Hac ergo forma
in 0z ducta, et cum generali nostra

(A+_B_£)ax fit
aa—aabxcos.l+bbxx comparata,

a—=—1, b—1, {:(3—"—';—')—", et
A:,’Tsin.(’—"—;—')—" i ’"———(’k_‘)lr-}-:— cos. (’k:')"cos. ‘(’!:')'

sen A—: CcOS. (’"__L)_(’_k:')” et

l-"""——cosﬂ’—'-'——- unde fit
“Ab - Ba cos. { = *-sin ("'u) sin ’L‘L’Ln::ﬁ' .

—

ac propterea hujus partis integrale erit —
— > cos. ’-'-‘-(’L;——'M'l vV (1 — 2 cos. (—’L_'—'-)l—i- xz)
z sin. ———2—("' —u%
( l) x°*
n

-} 2 sin, BT ppe, tang.
" » — Z cos.

. . . . T 4+ox .
Ac si n numerus impar, praeterea accedit fractio (= Cuus

integrale est —+ =/ (1 - x): ubi signum superius valet, si s impar,



CAPUT L o

i3

PN Gy, 1 or
inferius vero, i m' par. . ‘Quocirca integrale quaesitum f——»— A
1 + l"
sequenti modo expumetm .
z sin. 7-
— Zcogi=- l;/(i - "xcos =4 Lx)—l-——sm 7 Arc. tang. =
{ — 2 cos. -
x sin. 3:-' :
--—-cos —f}/(i 2xcos ———f—xx)—{-— sin. —Arc tang, —————
f — xcos..=
N Rid
z sin. 3%
n

5w

——-coa..—-—l;/(i—2xcos +xx)+~’—sin."i"3Arc.tang. :
v 1 — xcos.—

m. 1*
x sm. -

— ——éos.’"ll/(i —2xcos. 3 +az)+—vsm -7'—"—' Arc, tang.

' . 1%
{4 — X CO8. -

etc.

’ . ..
sccundum numeros smpares ipso n minores, sicque - totum _ ohtinetur
nmcglalc si n {fuerit numerus par; sin autem n sit numerus impar,
. . 3 .
insuper accedit haec pars o - IX¢! + =), prout m sit numerus

vel impar vel par: unde si m—1, accedxt msuper + LIt +2).

Corollarlum 1.

78. Sumamus m—1{, ut habeatur forma / _._——,,, et pro ves
viis casibus ipsius # adipiscimus:

ox
I. f—i—:;:l(l-i--‘l‘)

1L f% — Arc. tang x |
x sin. 5 T

I/(f—zxcos +xx)+lsm. Arc.tang ———————
s-zcot.

e+ D) .
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x Gll!

. i\ —#cos. 1"I;/( 1 --2.1'cos +:m.) + gs o Arc.tmg ————f-—
r t—acos.Z
s
. -4cos. -—1;/( { —2xcos. ‘{—e-mz) +’sm Alc tang. Z sin. 8:
' ¢ i —Zcos. —f
x -~ . z 3‘.?‘- ;
—§cos. 51/ (4 — 2xcos. T +-zx) +fsin. T Arc.tang.
. AW . : . . S 1-zcos™
oz e
N[ e o x siy.:
Bt -fcos. =ly/(1—2zcos. —-+xz)+ ;sm Arc.tang —-—%—1
S-xcos.’
+3i(l +2) )
- x sin. g
( -3eos 3 I/t —Wco!’; +Xx) +gsm. g Arc.tang, ——°
S = S ‘ 1 -Xcosz
' 3%S
‘YL f 08.~ l;/(l—2xcos +xx)+ls|n —Arc tang -f—s—l?——‘— =
5= \deoss 1- xcos.?
X sin. tad
—fcos. -—I;/( - 2Xxces -—+xx)4 ism A Are: tang —-———%;
: l - 'CCOS Y

Corollarium 2. ‘

..79'. Joco ,sinuum et cosinuum .valores, ubi commode feri
gotest, wboﬁtuq)do, obtinemus:
/ = =—§yd —x+xx)+ 3 Are. tang. T~ ’"’3 +ll(l+x)

I L
scu v
1 =—x 2 .3
f-+x""§ VT_I—x+xx)+V3 Are. tang -
Deinde ob sin. T — cos. Z— punt ,,' — sin. 3: — —cos. jﬂt
FY) 1 V(1 —~4-xVa-4-xx) _}_/2
S 1txs -+ :7; ¥ (1 —xVs+xx) -+ n(s Are. tang. { —xx'
um vero ) Voot , su( ,
a — 1 —+-xV3~4-xx 3x(1— xx
W V(=) T t Arc. tang. g
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Exemplum 3,
x"'- dz
*’
ponens m—1 sit minor guam n, <¢jus mtegrale’ definire.
x“—"l
Functionis fractae T o PO e factore quocanque oriunda,

80. Proposita formula dtﬁerazluli siquidem ex-

Sn——

hac forma continetur:

2 sin. ’—"1' sin. ﬂ:ﬂ 2 cos. 2MET (z — cos. ’:

A—4+Bx.

quae cum forma ROstra S— o — T osax Comparata, dat a—{,

b— 1, {__.’—k—"

n ?

aRT . amkmw 2 akm amkmw
A = 2 sin. n. 2 42 cos. J
n n n S n ° n
B a amkm .
== = - co8. — —: hincque

Ab + Bacus. § — I sin, 2-75 sin. ﬂ':-l'

Bx quo integrale hinc oriundum erit —

— > cos 8. 22271/ (1 — 3z cos. ’k"+xx)

:k‘l'

x sin,

+—Sl ——Arc tang.

1 — zcos. ’—'"—'

ubi pro Kk successive omnes numeri 0, {, 2, 3, etc. substntm de-
bent, quamdiu 2k non superat m. At casu k—— 0 fit integralis

pars :'—:I [ (1 — x): et quando n est numerus par, ultima pars
oritur ex 2k ——n, quae ergo erit .
— Fcos.mwly (4 4+ 22+ x2) = — “":" 14 4 =

ergo si m est par, erit cos.mmw—-=}{, at si m impar, fit

z.’l—- 1

x
cos.m® —= — 1. Quocnca integrale [ T hoc modo expri-

mitur :
[
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-'-f(l—w)
—2cos. 25l (1 — 2208 ¥ - 22} :

an

_ a sin. —
= - sin. 7% Acc. tang. -
. i--—xcos.l—-
- 2 eos. 427 /) (4 =22 cos. 47 z2)

( P xsm./:
- - sin. 2 " Arc. tang. i

t—-:z:cos.-;;

-—cos ml‘}/(i-——mccos +xx).

. 6w
. X sin, —
.8 . BmT n
+ - sin. o Arc. tang.

 asad

e
1 - X CU8. —
eto.
Corollariwm.
81. Sit m=1, ct pro m successive mumeri 1, 2, 3, ete:

mbstimantm', ut nanciscamur sequentes integrationes:.

L j—--—-—::: - (] - )

P —x
X f t4x

= = -y =} ——

’J-‘Z‘

3—— JI(L = 2) —-feos.3mly/ (¢ — 2:708.2 T—uz 2)

~ HIL = i
f $-—-w’ <= g oin. g ¥ Arc. tang, —— ik | L

{ = x cos. 3T
— (4 —x) — 8 cos.2nly/(t — 2zcos. 14zx)

H 1 3
IV, f P =} #sin. 2 Arc. tang. T z s:;‘:‘vrg -

3l + )
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— H(—=x) — geos. 37!}/ (1 --zxcos $1t-xa)

~+ 4§ sin. g Arc. tang. - .z sm il
{ — & cos. g T
— fcos. dnly(4 — 2zcos.im -+ z7)
X sin. -;--n'
{ — x cos. ;‘u’

= § sin. §7 Arc. tang.

%I(l —-a.')—-zoos t 2 I]/(l - 2 ZCOoS. gr-{—a'x)

2 sin. ﬂ'n' .
sin. $r Arc. tan
+2 8 g { — x cos. lw

3 1(1 ~~x) — §cos. 311'1;/(1-—2.2:(:03 311'—{-—1:.1:)

xsin. ¢ %
. 43 sin. 3w Arc. ung. { —zcos.8m
Exemplum 4.
W=7 R—M—1
82. "Proposita formula differentiali < 4‘—1 = ) =,
exiftente a1 > m — 1, ¢jus integrale definire.
Ex exemplo 29° patet, integrakis partem guamcunque in gene-
Te esse, sumto i pro numero guocunque impané mon majore quam n,
~— %-cos. ""l;/(i — 3 x cos. —--+xz)

x sin. 1
n

4 2 sin. 227 Are. tang. =
' 1 — x cos.——

-—-’;cos. ﬂ'—';—")—"l}/(i - 2 & cOs. '—E - xx)

: x sin, ﬂ

+;"—Iin.m{mbc..tang =

{ — 2 cO8. —

Verum est
cos, 12— ")-—“cos (iw—f’:— — — cos. 1"'—", ct

sin. ’(":')' sin. (i — Z7) = - sin. L27:
amde partes logarithmicae se destrucat, eritque pars integralis in
genere,
28
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i
x sin, —
n

m‘ll’
+ 2~ §in. —— Arc. tang. in
1 — xcos. —

Ponatur commoditatis ergo angulus ;—: w, eritque

(x‘m——l + .,L.n—-r_n-—x ().7‘

_— 4 o xsin. @
{ 1+ a® = ~+;-sin. muw Arc. tang. ——-—
‘* xsin.3w

sin. 3 mw Arc. tang.

1—XCOos. 3>

5
-I- sin. 6 mo Alc. tang. —’—’;’;os =

+-— sin. imw Arc. tang. -‘—i_‘.;’:_ol_‘_:'; .

sumto pro i maximo nwmero impare, .exponentem n non excedente.
Si ipse numerus n sit impar, pars ex posmone i — n oriunda, ob
sin. mm — 0, evamescet. Notetur ergo , hic totum integrale per
meros angulos exprimi. :
' Corollarium. ‘
83. Simili modo sequens integrale elicitur, ubi soli logarithmi
relinquentur, manente -~ — w:

(xm,_;__ xﬂ—-m—l) ax

f 1 2" o 2— cos. mowly (4 — 2xcos. w—zz)
—%—- cos.3mwly/ (4 —2xcos.3 w—txx)

i _
—_ C08. 5 mw.I}/(t—2xcos.5 W~z x).

— 4% cos.imuly/(1 —2zcos.int-za):
donec scilicet numerus impar i non superet exponentem n.
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-

Exemplum. 5.

xM—1 _;‘.n—m—l) ax

84. ‘Propesita  formula differentiali ¢ p pe )

existente n > m=— 1, ejus integ)'dlé definire.
Ex exemplo 3%% integralig pars quaecunque concluditur, siqui-
dem. brevitatis gratia :‘L —— w statuamus:
— 2 cos. 2km a;ll/ (1 ~ 2 cos. 2kw T+ rx)
~+ - sin. 2 ki At ‘tang. & :s:'co:i‘: -

| ..'.;;_.@..3,.2]‘ n— m)%)ll/ (4 — 2z cos. 2kw 4 zx)

xsin.akw
1 —xcos. ak w®

— E— sin. 2K (n — m) w Arc. tang.

At est: ‘
08. 2k (n— m)w=—cos. (2km — 2Kkmwy—cos. 2 kmuw, et
“sin. 2R — myw = sin. (kT — 2kmuy=—-—sin.2kma :

unde ista pars generalis abit in: ‘,% sin. 2 km g Arc. tang. ; ::’:o:’:‘: "
Quare hinc ista_jntegratio colligitur: R |
@ e g s
f —— found + n sin. 2 m w Arc. tang. 1—xc0s.a®
-+ . sin. 4me Arec. tang. 1 —xC0S.4 W
xsin.6w

-+ f‘_‘ sin. 6 1 w Arc. tang. -

1—xcos.fw -

etc.

numeris paribus tamdiun ascemdendo, quoad e¢xponemtem n non su-
perent.

Corollarium.

85. Indidem etiam haec integratie absolvitur, manente
x

—— W:
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j(xﬂ—l __'_a.n-ﬂ—x) ax-— a ;
- g — a" ==l =2

- %«cos. 2maly (1—-2:zcos:2¢§+zx)'

= ¥ cos. dmuly/ (1=—22c08 dp—t-a2}

:—’% cos. 6muly/ (1 —2zcos.6w—+z2)
«cte.

@bi etiam numeri pares mon ultrg terminam » sunt cogtinusndi,

Ezxcmplam 6. _
86. Proposita formula differentiali 0y — por ‘+j;(" aper

.gjus integrale invenire.
Functio fracta per d affecta secundum denowminatoris factores

1
s re s has fracti i
“ 251 4-z)* (4 =—2z) (} 4-2x) quac jn has fractiones. simplices
zesolvitur: , ,
AL ! 9 1 itz _dy

e Rl s pel 11+ B(1+2) 3(1—x)+4_(1+x'z) oz’

snde per mteguuoncm elicitur:
y=— 2—1—,-4-5-%— +7(_1— —§lU+2)—§ld —2)
~+§ (4 4 zx) 4§ Arc. tang. z,

.quae e;pressio in hanc formam transmutatur

§= O I o e g

Scholion.
87. Hoc igitur capwt ita pertractare licuit, ut nihil amplius
in hoc genmere desiderari possit. Quoties ergo ejusmodi functio y
jpsius x quaeritur, ut’ gs aequewur functioni rationali ipsius z, toties
lategratio mikil habet difficultatis, nisi forte ad denominatoris singu-
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Tos factores eliciendos Algebrae praccepta mon sufficiant: verum tum
defectus ipsi Algebrae, mon vero ‘methodo integrandi, quam hic
tractamus, est tribuendias. Deinde &dam potissimum notari conve~
nit, semper, cum g% functioni rationali ipsius x aequale ponitur ,.
functionem' g, nisi sit algebraica, alias quantitates transcendéentes’
nmon involvere practer logdrithnhos ¢t whgulos wbi Quiders obervan-
dum est, hic perpetuo logarithmos Byperbolicos intelligi oportere,.
cum ipsius /x diflerentiale non sit — ~:, nisi logarittimus: hyperbo-
- licés gumatur: at horum reductio ad vulgares est facillima, ita ut
Rinc applicatio ealculi ad praxin: nulli. impedimento snt obnoxia.
Quare progrediamur ad eos cdshs , qmbus formula: 5—- functioni:

Irrationali ipsins z aequatur, ubi quidem primo motendum -est, qué-
ties ista functio per idoneam' substitutionem ad rationalitatem perduci
poterit, casum ad hoc caput revolvi. Veluti si fuerit Jy =%

3
¢ 1'-L-1/z-—1/xz~)ax

, evidens est, ponendo x == 2% unde fit 9z =

i+1/x
62533, fore:
("‘*‘z ) 5
ay__ 1+ . 6259z, ideoque: X
%E —-6z"+6z -4 625 — 6z‘+6zz-6+

..f. y
unde integrale -

y= — 32" - f2' b 2 65 207 = G2 6 A tumg. 2,
-et restituto valor.

y._, - ’x}/:ﬁ—}-;z;/:-i-a—-sg;/z-‘-]- 2;(3 -iy’b
=6 Aré. tang. }/x—f—C

cttteumet Rt it i
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. DE

INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFEREN-
TIALIUM {RRATIONALIUM.

Problema 6.

88.

.Proposita formula differentiali Jy = - G _H;a: ey - a—ﬁ.’ ejus inte-
grale invenire.

Solutio.

- Quantitas a ~} x4 ¥ zx, - vel habet duos factores reales

vel secus.
I. Priori casu formula proposita erit hujusmodi Jdy —

ToT bi;' =T Statuatur ad irrationslitatem tollendam
. (a—|-bx) S+ g2 __(a+bx; zzo
S azz

erit x — , ideoque

—bzz—g

ax - - (stz zf-fi)f Q.f et }/(a""bm)(f""gx)— Lg_ {,f) =:

bzz—g °
—a2dz __ 202z -y — s ft 8%
unde fit dy — e atque 2 =)/ %%  Quare

si litterae b et g paribus signis sunt affectae, integrale per loga-

rithmos, sin autem signis disparibus, per angulos exprimetur.
dJx
xces.{+ bbxx)"®

II. Postenon casu habebimus Jy— ,T(, c—32dd

Statuatur g -
bbzzx — 2 abz cos. é’—}— aa — (bx — az)’, erit
a (l—zz)

-—2ba cos,é’q—a_ —2bxz+azz et x— 2 6 (cos. {—z);
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hine dz 2= 24Goseedebed) o L T

Y (aa— 2abzcod.2"+bbzx)'— - (";;::‘?f;"“):‘ ergo

ay—m—), et y_..‘—-—l(cos g—Z)

At est

:i;‘:mb.:f—Y(aa—sa:scos {—{-—bb::h xdeoque .

N
.o

R y= 1 lms d— b:+)’L-—a¢bscos {+Hozs)’ .vel TS g

y__;l[-—-acos {'+bx+}/(aa —32 abxc’os é’+bbxz)}+c

COl'Ollarlum i. i ‘4:““'(3') ;'3){'9

89. Casus ultimus lativs .pqtet , ¢t iad formulam Jy —
G +ﬁ e L :acoomedari potest , . dammodo fnerit <y quantitag
positiva: namque ob b:;}/ Y et acos, { = _..-77', omnr,
y_ﬁl[av,y+z1/'y+ ;/(z—e-ﬁz-byx.r)]—i-c seu
y=y5U8+yz+ Vy @+ Bz +yzx)) + C.

o - Corollarium 2.,
90. Pro casu priori cum sit

f 292 __ 1t IVg+sz et
g-‘-hc""v’b; Vg—=2vVb

d
f&—!_’_—;u = 733 Arc. tang. 77,
hebebimus hos casus:

o vg§a+baFVb(f :
[ y(¢+5z)u+gx) — vbg ! &(a S + ¢

I' 'y Vgl hr——a)—}-}/b( f'+8*) + C ..
¥(bx—a )(H—ﬁ —Vbg Vx(b#—-a))::;’}(f ) : L
. l v g(bx—a (g—, ) .

<

: . —1 iVg a—-t—bx)—)-}’ .f__g)
fﬁ(«—m;-m—“vu’v e -l"c.~
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) -_— 2 v(f+4
fY(a—bz)’(f-kx;;—mm'm' gles—bz +-€

d —_— 2 Yo(g=—1)
[7a=sGe=n = v Ao W8 756 =5 + &

Corollarium 3.

91. Harum sex integrationum quatuor priores ommes = casw
Coroll, §. continentur, binae autem postremaec in hac formmia
oy— ﬂcT-Tiz_’:‘Ts_iS continentur: sit enim pro pemmitoma

af—a, ag—bf—=p, bg=1vy,
unde colligitur
¥ == i Are. tang,

Vy(at-Bzx—yxx),
: !5"-—2“73 ’

o ecilicst ille arcus dupliceter. Per cosinum autem erit

y= i"i Arxc. eos. 7-(5—5—';’_—:—:% -+ C;
cujus verltas ex differentiatione patet.

Scholion {.

92. Ex solutione hujus problcmatis patet etiam, hanc formu-

lam latius patentem a _ﬂ";::_ ye 8. X fuerit functio rationalis

quaecunque ipsius x, per praccepta capitis praccedentis integrari
posse. Introducta enim loco x variabili z, qua formula radicalis
rationalis redditur, ctiam X abibit in functionem rationalem ipsius
z. Idem adhuc generalius locum habet, si posito }/(a+pz+yzz)=u,
fuerit X functio quaecunque rationalis binarum quantitatam z et 2,
tum enim per substitutionem adhibitam, quia tam pro z quam pro
u formulae rationales ipsius z scribuntur, prodibit formula differentialis
rationalis. Hoe idem etiam ita enunciari potest, ut dicemus, formulae
Xz, si fimctio X nullam aliam irrationalem praeter )/(a+fz+9 xx)
involvat, inteFraIe assignari posse, propterea quod ea, ope substi-
tutionis, in’ formulam, differentislem rationalem tramsformari potest.
\
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N

Scholion. 2.

93. Proposita autem formula differentiali quacunque irrationali,
ante omnia videndum est, num ea ope cujuspiam substitutionis in
rationalem transformari possit? quod si succedat, integratio per prae-
cepta capitis praecedentis absolvi poterit: unde simul intelligitur, ‘inte-
grale: nisi sit algebraicum, alias quantitates transcendentes mog invol-
vere practer logmthmos et angulos. Quodsi autem. nulla substntutxo
ad hocjdonea jnveniri possit, ab mtegratnoms labore est desléteddmﬂ,
quandoquidem mtegrale neque algebrancc neque per logarithmos vel angu-
los exprimere valemus. Veluti si X9z fuerit ejusmodi formuls diffetentit~
lis, quae nullo pacto ad rationalitatem reduci qyeat, ejus integrale /Xoz
.ad novum genus functionum transcendentium erit referendum, in quo
nihil aliudl nobis relinquitur, nisi ut ejus valorem -vero proxitke assi-
: gnare'comemur. Admigso. gutem ngvo genere quantitatum transcendens
tium, .wnnq!erablles aliae formulae eo reduci atque integrari poteru
Imprimis igitur in hoc erit elaborandum ut pro quolibet genere fot-
" mula sithplicissima notetur, -qua concesss. reliquarum- formulartm inté-
gralia definire liceat. Hinc deducimur ad quaestionem mnmximi.
momenti, quomodo integrationem formulertim magis: cosplicksaruin
ad simpliciores reduci.oporteat. Quod antgquam aggrediamur, alias
.ejusmogdi formulas perpendamus, quae ope idoneae substitutionis ab
irrationalitate Tiberari queant;’ quemadmddum Jam ‘odendimus, quo-
-gies!X: fuerit functio .ratipnaljs. gnanutatumL v o
R XN =y (@ +px+ "yxx), ‘ '
ita ut alia irraffonalitas non ingrediatur praeter radicdit’ qui’ﬂfmh

4huj\mdodnffornmlae @ = B4y, totics. Sommulam differentialem
X 0 ' riidoralom: tragslormiar - Posss..

. e W
)

NN VR _L,Ol wl

Problema 7.
.5 Nidid e Tio )

94. Proposita formula diffexentiali X0z (a -j.- b’z)-, in qua

DY it

X denotct functionem . qnamcunque ranonalem 1puus z, cam ab
irriBobaiale ‘Mbekadel < = X <o) av ez Gat



[ CAPUT 1.
Solutio.

' . E .
” Statuatur @ bz == 2", ut fiat (@ -} bx)» — 2*: tum quia'

- . . z’ —_— G . .
z= T facta hac substitutione, functlo X abibit in functio-

nem rationalem ipsius 2z, quae sit Z, et ob ax__ 5 29z, fox-

mula nostra differentialis induet hanc formam » 5 Zz*+""0z, ‘quae

eum sit rationalis, per caput superius integrari potcst et integrale,

-misi sit algebraicum, per logarithmos et angulos exprimetur. :
Corollarium {.

96. Hac substitutione generalius negotium confici poterit, si

posnto (a -+ bx)v — u, littera V denotet functionem qmmcunque

.rationalem binarum quantitatum z ef u; ctm enim posito z=—
u' c— . . -

ey
‘s Vu*3 Qu, erit rationalis,

flat V fonctio rationalis ipsins u, formula Yoz ::::.

Corolluuum 2.
96 Quin etiam si bmae irrationalitates €jusdem quantitatis

a-- bz, scilicet (a4~ bx)v —u et (a4} bx)n —wv, ingrediantur
nni —-_—a

;in formulam XJz, posito a-l-bx_z’" fit x:—b——, u—2z" et

"ve=2% unde cum X fist fumctio rationalis ipsius z, et ax =
53 2" 9z, hac substitutione formula X9z evadet rationalis. -
- Corollarium 8.

. 97 Eodem modo mtelhgxmr, 8i poslto

s AR AR B I o

(a-]-bx)x....u, (a+bx)n...v, {p-}-bx}v ""t qtg..

ala
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Ettera X: denotet functionpm, quamecunque ratiomalem mamtitatum
u, v, t etc. formulam differentialem XoJx rationalem reddi factp
& — bx — z**; erit enim -

2P —g .- e P :
x = 5 H u::z"";v:"..z’"’,-t.—_:z"" etc, et
o dz=2rpw—jz N
® L )
Exemplum.
88. Pyoposita hac foymula dy — 2% - fagto
o Vet =¥ +5)
. e SN 5 ) . 62 32(1_26) . .Y
1 -} z == 3°; .yeperitur Jy — — rp— -—-, sew - & 1

TR |

0y = — 60z (z* 4 2* +z5+z + 27 +zs).
hincque integrando -
y=C—fst —§s =5 —fa gt —
et .yestitumdo ) 4 . S ERY
y— C—iV(l-t-x) —2}/ U+x)‘-1 -a:-f(H-z)}/(H_x)

R O L i+r>——1<i+w»’u+z)
_ita_mt . integrale adgo algebyaice exhibeatur, .., i .o g

Problem# ‘0: ! ';;";.;;:;"““"

Y U S RN
9g. Proposita - formiulh differéntiali Xéz e.__#’j demotante
X functionem rationslem quamcwnque npuu Z, cam ab irationali-
tate liberare. ol ld .

SRR TR JOKH . DY R S TLY A Y 17 }g ey o aadiero aillf cny
oluatins srtuine Y auculq e

e e urmtp @Mt 0 Lo iniel

.’ i34 I3 .(I ﬁ" o TR
£-u :.mnpm g. A un.ugbm‘t .(_L* ﬁ' e i@ 11 Hase
£ Vi j-i-" (‘*‘ R  { e g e
. ST | o HE ol
2oL “‘wm.._._..ﬁﬁ'.,r*w dx = -u'“xg "9)5‘ Qz

cLllodsd BIHG: Jm%uﬁéuup oo e obdi 4G R By o Jnua'



(1 . CAPUT N,
dicqte 1006 X Prodibit -functio: mlonaha ipmta 3, qux pou(a _..z,
it : formmila -nostra differentialis K
v (f—ag) L1 9z

quae cum sit rationalis, per praecepta Cap. I. integrari poterit.

Corollarium 1. - .

! .
¢12:9 0+ -Posito ("_H v —u, si X fuerit fovictio ' qiedcunque
rationalis binarim quanntatnm x et u, formula differentialis XJx
per substitutionem usurpatam in rationalem tramgformabitur, -tujbs
propterea integratio constat C o -
Corollarnum 2. SN UL TS
R I ow
101 SI X fuerit functio rauonahs tam 1psms y quak quan-

titatum qwotcunque huJusmodn )
(.L : *) ‘ . . ___) -

G Rk | ﬂﬁ)‘k—“&h‘_yzv’ (}'1- D =t

tum formula differentialis VX3 i  crheiohifs: réﬂd‘etﬂr', adibiln substith- |
a+ b x__

tione f+gx— 2, unge it , 1 .iq -9
a — [

Ve
otariombh & Y W LA TR A n'xaoq!"

-8UOLSTH 05 LH8D (3. BUIZ! SUDONSMAUP (M. SAOLST C¥M1).! ‘ X
. Scholion {.

t‘, -

I, 9180

102. His casibus redystio ad gationalitatem ideo succedit, etiam-
si plures formulae 1rratl‘?nales insint , quod eae omnes simul per

eandem  substitpgionem—. ey , pffieiantur’ ‘hn:iwqetmm ipsa
quantitas 2‘ per novam bilkm z ratlonaﬁter exprimetur. Sin

autem jﬁmﬁ]}jxﬂp&ﬁm ,dgagwmom Torinules. irrationales
contineat, quéle MOk \Wmbae simul ope qusdéﬂ'bu tutionis rationa-
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Seo:reddi qresms,:efigmal. hoo in- eiraque scorsims: Seri possit, rexivad
tio locam non habet, wpiai fouta .ipswm. differentiale in.duss, pasten
dispesci liceat, quarum utraque umam tagtum formulam irrationalem
<omplectatur. Veluu si proposnta sit haed fwmw

.:'. n.v-.-.‘flay.:_#

i FRY 1AM 1 $U Eatuilae 2Nl

wummm mﬂmm BT S *ﬁa@:w(hm%
Imlt.lphcando, fit

R F °°““‘*j+3d(av&9 Sy e camsdad

xR axx N T T Y iy R
eujus utraque pars scorsim ratnonahs teddl ct mtegrm potest.
Repentur autem:

oo ﬁy..:c— ._”M,M+‘nx¥+'/tt+¥zjl ..-,‘ sy T

1. 5 M0
—wrc tang. mj )
Commodissime autem ibi irrationalitds toMiiir, ‘st 4n patte priori
ponatur (1 4 zx) =pz, in postatmn ]/a T E) T . Bkl
enim hinc sit

T ey poiknsibope dooozeeg

R R T T At S g
=7a=a." “’—71-+qa
1 RTINS (P soenro nlegann ) e

umen ontnr rauonaﬁter
£EMIYR eI te. bl TP

— ?a_g_ 1499¢
W= s—n " T6Fed

aroid o1
8 c holion 2.
103, C'u'ca formulas generalea qﬂae"a' “Irditithatiart *toerars
queant, vix quicquam amplius praecspere lwgt& fummode. hapc casum

addamus, quo functio X binas hujusmpds. @ng Jagu;;]eq KERz58)
et YV (f + gx) complectitur. Posito enim (a—dx) =(/--g=x)ts,

fit x — ‘“‘";, atque Pot

#M&w)u-%i%’s ¥ (9P = pitmafe

ot h formaly * differentiali -wmicn;, 1antym’ formedn . istatenaliq erid
¥ (9tt —1b),. quaz nova. sphatitwsions: fasile. elleky Jissi e RuAl
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Problemate” 6. tradidmuws. Ui .igir ad alis pergamss, qnmh!
mmmmm
d"’)z(c-}-lz‘)-, . : e
equobuphcuammpammmuaﬂhsmm.
wbi quidem sumimus ﬁucrum,n,wmmnegrudenoure,
&mmﬂ,mdmmm Velot?

fricd
6i haberemus =z 4a:nz(a-{-b;/::)v. statmi. Wx_.u‘ hinc
33_6u’au unde prodit
Tum vero pro n valorem poutmmm Leet: semnesiet
Degativus, puts o

"~
- -.z‘!"-',bz(q--l-br')-‘. e
m-"ﬂzz-'"ﬁctque formuls S e
_— 3u(a-|—bw')v

similis principali; quac ergo’ quibus ‘casibus ab muonahms hbemn
queat, mvesugemns, uor.

-r
-
bl

b]

Problema 9.
- 404.. De'ﬁnu'e .casus, qunbus formulam dxﬂ‘ercntxalcm )

i x*—'az(d-c-u-). ST : | REERE I
‘gl nﬁdnaldhem pel‘dﬂt:ere liceat. R N

R’ )—‘v—‘i 7 ‘,ijl':‘- . . .

Solutno.

- .,’

Primo. patet, 4 fierk y. = {, e & ;mmems integer, formu-
Wm pér:.se- fore :tationalem, neque mbsutuuonc.,opus egse. At 6
o ighe sfraenid, oubnlinitions osv utondumy: caque duphici. . .. |
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1. Podntgr a4 b2> 2o, ut fiat (@ bty — uh, exit

ﬂl
W —a e ol We—a "
"t = 3 hin¢ ™ ::( /. ideoque
. . R . . . M . oL m’—n
u‘—- a T.' s : R

™= ax::n% w~'ou

unde formula nostra fiet

m—l
._ul"‘k\l—u au< T_’a) _—

Hinc exgo patet, quaties exponens 1;— sey zfl- fuerit numeérvs iw-

teger sive positivus, sive negativus, hanc formulam egse rationalemi.
Il. Ponatur @ —~bdx™z= " 2%, wt fiat

. ®
® Y
zt — ¢ , et (@t bx™y :L-—,mm
2V—b - LA
@' — by
m . m
™= ar h‘inc x""'ax' TverdTrdz
| .(23"—>—_‘b)n , n(z"-—b)17'+'

Tdeoque formula nostra erit
— yan + v zl"‘*‘"" az
n e — b+ e |
Ex. quo patet hanc formam fore rationalem, quoties 1—}-'"’ fuerit

numerus integer. Facile autem intelligitur, alms substitutiones huic
scopo idoneas excogitari non posse.

Quare concludimus formulam irrationalem hanc

. L
2™ 0 x (a -} ba™y



58 CAPUT N
ab irrationalitate liberari posse, si fucsit- vel I, .vel T~ momerus
integer. .
Corollarium {, _
105. Si sit ? numérgs intege.r, casus per se est facilis; pona-
tur enim m — in, et sit 2" — v, ‘erit 2™ —— v’; ideoque formula

. ®
nostra — v""' v (a - bv)", quae per Problema 7. expeditur.
' Corollarium 2.
106. At si 1? non est numerus integer, ut reductio ad ratio-

nalitatem locum habeat, necesse est ut > -}~ "f sit numerus integer :
<quod fieri nequit, nisi sit v —— n, ideoque m —j~ . multiplum debet
esse ipsius n— . )

Corollarium 3.
107. Quod si ergo haec formula

: k
™ oz (a -} by,
ad rationalitatem reduci queat, etiam haec formula

Zmten—1 32 (a Ir:ar:")l'?L =+ ﬁ’
eandem reductionem admittet; quicunque numeri integri pro « et (3
assumantur. Unde ad casus reducibiles cognoscendos sufficit ponere
mnetp<y.
‘ Corollarium 4.

.
108. Si m — 0, haec formula Qf (@ 4 bx™*, semper per

casum primum ad rationalitatem reducitur, ponendo

transformatur enim in haunc
ybut+v—r9ou

nW — a)
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Scholion 1.
i . b .

109. Quoniam formula x™* 9dx (a@ -4~ bx™v, quoties est m=in,
denotante i numerum integrum sive positivum sive negativam quem-
cunque, semper ad rationalitatem reduci potest, hicque casus per se
sunt perspicui, reliquos casus hanc reductionem admittentes accura-
tius contemplari operae pretium videtur. Quem in finem statuamus
y=—n et m<n, item p <n, ac necesse est ut sit m—-u=—n:

unde sequentes formae in gemere suo simplicissimae, quae quidem .
ad rationalitatem reduci queant, obtinentur.

I 0z (a bm’)g;
IL 3z (a4 ba®; 2dz (a -+ bahHi;
III ox (a -+ Imr:‘)2 xzdx (4 4 bx‘)“'-
Iv. 3.1: (a ) bz5)§ x20x (@ - bzs)’ z* ax (a -+ bw’)g '
x% 0z (@~ ba:"’)i
V. 3.1: (a4 b:z:‘)8 24 9z (a + Ir:ar:“)3

unde ctiam hae reductionem admittent:

¥ 9 (a+ba:) p

~+ ] < S : J+B
L (@-+bx®p = ; 21352 5z (@ 4 bty T,

.3 y

xz¥4% 9x (@ + bx‘)‘tp; x* T4 9z (a 4 bx‘)*i'p;
zX52 92 (a + bxs)%ip; x'54 2 (a - bz‘)g—"‘:p;
x*E5% gz (@ + bx5)§ip; gz (a =+ bx"’)ktp;

X6 ax (a *bz‘)g;p; ZAts« g1 @+ bzG)g;’:p.

*"
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Scholion: Z.

w
£10. Verum: etiamsi formula 2™ 9gx (@ 4 ba")v, ab irra-
tigmalitate Liberati nequedt, tamen semper omnium’ hiarowt formalarum

sMmEne—1 395 (@4 b;w")gi:g ». iptegrationen ad "eam reducere licet,
ita ut . illivs integrali tanquam cogmito. spectato, etiami harnm inte-
grelin assignaii quonnt. Quae reduction cum i Analysi summam
afferat utilitatem , eam. hic expomere necesse erit. Caeterym hio
gffisrnare haud duybitamus, practer eos casug , quos reductionem ad
rationalitatem admittere hic. ostendimus, mpullos: alios: exjstere, qui
ulla substitutione: adhibitax ab irrationalitate: liberari queant. Propo-
sita enim hac: formula ———ai—s,. nulla. fiinctio: ratiomalis ipsius =
Y (@+bx® :
Yoco. x poni potest, ut a—-bx3 exatractionem radicis quadratae
admittat: objici quidem potest, scopo satisfieri posse, etiamsi loco =
functio- irrationalis: ipsius. z substitudtur, ‘dummodo. similis. irrationali-
tas in: déndmikatore ' (3 4-52%) contiveatur;, qua iHa: aumeratérem
N _ . . ‘ox
oz afficians: deatpuatur:: quemadmodum: fit in: hag formula e

Y a+bz?)

adhibendo substituti‘oncm:.

3

Va
3 4
V @ —0b ‘ EE
verum: quod hic: commode usu: venit, mnulle: modo: perspicitur, quo--
modo idem illo casu evenire possit. Hoc tamen. minime pro de--
monstratione; baberi volo. :

x=.

"Problema 10..
t11. Integrationemn Formulae '

L2 3z (@ bamyr
: , ) | , ",
| perdicers: ad W bujos Rumulag: £x™*Jx (3 4 b2")r..
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Solutio.

n
Consideretur functio z™ (@ 4 bz™v ¢ , cujus differentiale
cum sit
: d
(maz™*dz+mbx™t"1 3z 4 ﬂh"j'_') bax™t =19 z)(a-+bxty,
erit : .
| ) £
z™(a -4 ba™v —=mafx™ " dx (& + bx™y

Kk
ke pomtn— 9z (@ 4 b2
unde elicitur
o B,
vx™ (a + bty T i

n
[xm"‘l-n-—x a x (a + b'xn): —

(my +~np+ny)b
— mya fxm—l ax (a + b;%‘"')?';n
@y+np +ny)b i "

Corollarium f.
£12. Cumr inde quoque sit.

4 Ty .
x™ (a - bx")v +1
ma.

S dx (a + bx")g =

(my +nu+nv)bd m .3
—_— +n— bx*
" Sx ox(@a-+bx™v

loco: m scribamus m — n, et. habebimus; hanc reductionem:

u
™ "(a +bx™) v

] ~ +1
S dx (@ ba™)y —
(m—n)a

(my +np) b
(m—nya

SV 3 (@ baty .
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Corollarium 2.

n
113. Concesso ergo integrali /™ dx (@ + bx™ v, etiamha-

L
rum formularum /z™*"—* gz (@ + bz™)v, similique modo ulterius
progrediendo omnium harum formularum
T B u
SxmEen=1 32 (@ + ba™)r

integralia exhiberi possunt.
Problema 114.

+1

. : R
114, Integrationem formulae /2™ ' dx (@ —+ba®v ~  ad ia-

K
tegrationem hujus /2™~ 9dx (& + bx")v perducere.

Solutio,

® . "
Functionis 2™ (@ + bx™) v +4 differentiale hoc mode exhiberi
potest *
' r
(ma — (mv+u:n.+m)¢) ™1 )z (a -+ by

e
} m'+n,“+,“xm." ox(a+bzx*)' ,

unde concluditur
LIFW E
™ (@ -+ bx™)° = — M Sx® 10z (a-+-bz™) "

£
4 DIEBRARY pome1 Y (@ - b2D) T,

v
quocirca habebimus:
L

[a™ dx (@ baty v+ § = YET (a+ by
‘ my+n (—+ )

n(u+va

1.2
mv.;’.n(u.‘;_u\fz‘—l 9z (a~ba®)v.
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Corollarium 1.
£45. Deinde ex eadem aequatione elicimus:
R
— yx™ (a + bx" v+
n(k+vya

M
Sx™ 1 oz (@ by —=

my—+n (L —+v)

Sx™ " ox (a + IJ:N:")L\:_"'i
n(L—+»a ’

Scribamus jam g — y loco @, ut nasciscamur hanc reductionem

Sx™ 1 oz (a + bx")%"" — —va¥ (@ +ba"e
- npa
R
1§-fo”‘“3$ @+bzvv.
nua

Corollarium 2.

' »
116. Concesso ergo integrali /z™ ' QJx (@ + bx™v, etiam
: [
harum formularum /z2™~' dx (a + bx")Tti, et ulterius progredien-

. 3 :
do, harum /2™ ' dx (a + bx™ v +f integralia exhiberi. possunt,
denotante (3 numerum integrum quemcunque.

Corollarium 3.
£17. His cum praecedentibus conjunctis , ad integrationem

M
/x™ ' 0x (@ + bz™v, omnia haec integralia

R
SxmEan—1 g (g - bax™)v +p

revocari possunt, quae ergo omnia ab eadem functione transcen-

dente pendent.
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Scholion 1,
E < g e
118. Ex formae x™ (a4 bzx"™)v differentiali ita disposito

e k.
M3z (a—-ba™ V- Eb W Y (at-Dah) T

deducimus hanc reductionem:

: R
g E__ vx™(a-4-ba™)v
m-n—1 7Yy 1 __
Sz ax(a—*—-.bx) - npb i
‘ ®
— T ram—1 3z (@ b2 :
nub

ac praeterca hanc invérsam , pro m et y scribendo m—n et
v . L

Ll
x”"""(a—’—bx‘)v+1

m—n

[T
Sam—r—yza-batyy T =
_n G4 vlfl_

y(m—n

S2B " ox (a + bx" !:—

Hinc scilicet una operatione absolvitur reductio, cum superiores
formulae duplicem reductionem -exigant; ex quo sex reductiones
sumus nacti, omnino memorabiles, quas idcirco conjunctim conspec-
tui exponamus. ' '

‘ , ' E g
. £ _va™(a—4-bzx")> +
m-n—3 My —
.I. Sx 0z (a4 ba™vy = lmy—]—n(p.—}—y)]b
r
mya fagm—1 dz (@ ba™v

T v+ 03k
: ®
2™ " (a -+ bx® -v_+i

®
m—n—1i nyy —
II. /x ox (a4 bx™ == r————

(my—4-np)b

(m=—n) ya

M
Sx™ 1 9z (@ - ba™) v
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_ ~ -
—1 E g _ —va™(a4-ba™)y +A
L f2™ ' 0w (a 402 Ve e,
s
+ m': -?—Lm)—: ¥) Sz m (a+-batyr
A .
IV. [2" 3z (a+ba")" ‘:..,,"’.".fmj :
- -.A+;T'inj';-j‘—r_lﬁ,/_ﬁx”“,‘! aa: (a + bx™v
L3
Y. fx""*'“" dx (a.+ bx‘)“" _va® (a—-bxH>
Y : ngb
e ;_“_ fxﬂl—x ax (a-}- bx")v
) " ‘m—l T+i
vt. S 3z (a - paryy 1 — (a;l—‘b_a:':
b
— C(t,tyz) [ 3x (a +bx")v
~Scholiom 2.+ ,~.7 .~ -

119. Cixca. has- reductiones. primo ebservandunt est,: foxmulom:
prnorem algebrance esse mtegrabilem , si cocfﬁclens _posterioris eva-
nescat. . Ita sxt

_ .
(et—l—- bx")«r_;_'_
ey Y ) ba‘“ v
pro. L shom= 0 f aw(a-}_ ) = n(P~+V) b
L - NP —m 1
pro 1L sn ”—‘ fzm_b'ax(a—i-bx")_’r 2™ " (a—4-ba?) = + y

(m-—'l)dl e eel
9 .
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. .
pro IV. &i b fa.ﬂ-- Bx(a-{—bz") - —1 x"‘ (a+bx") n
' ma
i - ~F | ba™ k£
pro V. si m::0.;.jx“"ax(a-{-bxﬂ)r_‘:V(a‘:pb“ )

Deinde -etiam casus notari merentur , quibus coéfficiens postremae
formulae fit infinitus; tum enim reductio cessat, et prior formula
peculiare habet integrale seorsim evolvendum.

In prima hoc evenit si 5—"" ===, et formula

, fo'ax(a+bz')T — 1. .
' a .. a7
2he—b’ sbit m = 2 —b "’

cujus integrale per caput. primum definiri debet.

posito a - ba™ — " 2%, seu 2* —

Do k
"In secunda evenit sim—n, et formula f -a;ff.(a +bx")' ’

2'—a yzh+v—19z
posito a - bx® — z', seu x* — — abit in -

n@ —a)
In tertia evenit, i & — —T”' — 4, et formula

—m
Jxm! oz (a—+bx*) n,
) 1 a o, e :z_.'_”—'az
posito a - b2 == 2" 2% seu &%= ———, abit in f 3
seu posito z =3, in
{ —bu* —(m+n)b ~ mbb bb a—bu®
1 . . — ™! ax _
n quarta evenit, si p — 0, et f‘ormula a_——b—; per se est

rationalis.
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In quinta idem evenit, si u —0.
. 4t

 In sexta autem, 8i m —— n, et formula f LEd (@a 4 bzx™)?’ ’
N t-2y—12 a
posito a—|-bx" — 2", abit in —fz z
—a
Exemplum 1. |
M1 ax
120. Invenire integrale hujus formulae [ s pronu-

11—

meris positivis exponenti m datis.’ v

Hicoba—1, b=—1, n=2, p=—1, v-:.z,
prima reductio dat: ,

™t iz __ —az™yd --.z'x)
f}/(i--xx) m—4-1 m+1[}/

hinc prout pro m sumantur numeri vel impares vel pares, obunc-
bimus. : AN

xm—: a 9’

Pro numeris imparibus:

zzdx

j}/ — = ;.z}/(i—xx)-}-if}/(i ——)

'z
f}/(i-xx) —iz'/ (4 — =) +‘fV(i—xx)

z69x - 240z
j]/(l xa)—_3x5l/ (1%— xx)?‘l‘gfl/(i—wx)

Pro numeris paribus: -

z} ox zox
f;/(i—-xx)—— 12y (4 — 22) +3f}/(1—-xx)

/ x’d2
f;/(i—xx)z—gx y‘(i ,_xx>+§f]/(t—-wx).

z'dx p x5 0x
fl/(i—xx) —iatyd = xx)—*—}f‘/(i-z‘x)

etc. ’
L 1]
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Cum nunc snt/7— ;;5__)\1'!: st z, et”

[y =— v —an,.
habebxmus scquenua mteg_mha..

Pro ordine priore:

_.__?_."f__- —_ Arc sin, & :
TYy(d—=zx) - - S !
jﬂ"’f;}—— —izy/ (4 —2) 4} Arc. sinl =
z4 0z " A.r .
f?&‘.:; =+ 3 W(i—-wx>+- c. sin. 2
B & > -~ 3
e AV e
4— »'—"—f 3 ATe Bin. &
2*x

Sy 1.9 ;5 15 1.5.6.9
.[1/(' 1—zx), = "‘(ix +e E +4w’"’+.n.-’=)v'<'—m)'
<+ ;:56 ! Axc; sin. z..
Pro- ordine posteriore s

f;/(i——.;z'; =—y U —x2)

=30z

| f}/(l-—-zx) _(1x +3)1/“ —zxdy
B ey 5 ey —
f;/(i-xx)“"'"G‘” +3s 3.—5) l/fi x 2);
.—'—“—‘—'¢1_a:z K 1 :
f;/(i—xx):“‘("” +353 “h.ﬁ: = (N

-




CTAPUT 1
Cprolla_rinm {.

xaias
121. In gen formula
genere ergo formu fm"" 3

st gende S 1= 3 i b g
a7
f z 9% . = J Arc. sin. z-
ya — xx)
54 248 _17° 2.4.6...(ai—2) a;
—J(t4—’x + w +3,6 7.2‘ "+334 ?ﬁ—-x;ixﬂi )l/—(‘c.m'
' Corollarxum 2. ,
af——1
£22. Simili modo pro formula [———— ud Bx
y—
vitatis. ergo = 5"74' 6. ('2:;_‘) =K, habcblmus. hoc. integrale:.
a? iF+1 ax ’

Y (1 —za)
K e b D ety )

ut integrale evanescat posito. z. =% 0..
Exemplum 2.

. P | e e iy r- 'a"“""*ax
4123.. Invcgzre integrale: formulae ]';/-(—i—————,.mbus 'w..

32  8i ponanus bre..

bus pro m numert neyativi assumuntur,.
Hic utendimm. &st secunda: reductione quae: dat::
2™ 0z 2™ (L —xx) lff—- & f ™ T ow
m—24 y (. —z#)”
unde patet si. m:—, fore: fx (a,i;x = — V('::x).. Deinde:

: y(i—xx)— m— 2:

dx
si. m— 2, formwla /" V=D I‘acta substitutione. ti— z z—2zz..
abit in —2Z cuju& mteg\ale est
I— 232 .
y it i ok D ,1:+:’r--ueu=) —_— r_«-—w.gx:‘—-a)‘._
l—z_ . |—-’y(|—tx)_ FY *°

unde duplicem. seriem. integrationum. elicitnogs.
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124. Hinc jam facile integralia formularum

Scholioﬁ 1.

. [
[Z*0x (4 e xX)2

f dz. 1+;/(f—zx1 1—1/(1 —xx)
zy(t—zx) x x ’
9 YU—z2)
. fxs}/(i—xx) . 2zx + fx}/(l-m)
ox _ 1/(1 xa:)
fzﬁ/(l-—xx) +2fx§7(l zz)
ox _ )/(i -—XX),
fx7}/(1-'—-xx) = 7.7 6a° +‘fz5;/(1—zx)
' ® etc.
f 0z.. _ _ _ %€ —),
zz) (l—xx) x
fxﬁ/(i —zz) 8z +13 xx}/(i—xz)
ox Vi —zx) +if
,le/(i—xx) Y i :)/(1--:::1:)
ete. ) .
. Hinc erit, ut in binis praecedenubus corrollariis
oz ;/(1 —2xx) 1 2 2.4
fsz-l}/(j-—xx) E-*Q—;‘* 3.5.1:3-’-‘“
‘ 2.4....(2:-—‘2) L
""" s ais 1)x="] Y(—=a);
oz 1 1 1.3
= K —_— ceve o
fxni}/(i_xx) x+2x +2 dx3 +
1.8...Q2i— 1)
R I W RSO T3 ,i+,];/({_xx)
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tam pro omnibus numeris m, quam pro imparibus . assignari poe-
terunt. Reductiones autem nostrae generales ad hunc casum
accommodatae sunt:

m+p.+2

_/'x”"" ox (4 — xx)s ;

L famtrdx (4 — xx)%'
m
m—4m—42

B m—3 (f — a 41
IL 2™ 3 3x (1 — xz2)s — ma zZ)!

-t

m — 2

' B
ot m/x”"" 0z (1 =—x2)7 ;

m— 2
m
™ (1 —x:r)a—+‘ ’
m+;&+2

fz"‘" 3.1:  — a:x)s s

M
HI. fa™*dz (1 --a:x)a—+ o

p+2
m—p—42

+
| o am e 3
Iv. ./:c""'a:ar(i—-zw)a""_’::mac (M-xx)’

+m'::ufxm-—x az (1 ___xx)‘: .

V. f2?H 9z (4 — z2)s 1=~ (‘”. zx)

m B
+;/z""'az (1 — x2);

: »
am=2 (4 — 2xx)2 -+

R

VI fa® ?x 4 —zx) = —
‘ P

+€i::—zfx"‘”’ 0x (4 — zx)a.

Posito enim p — = 4, quatuor posteriores dant:
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s __a®/( —xx) 4 L ¥
[ Az (| —z2) = s +m+1f;/(l—-ma:)'-
. :cm—-xax__ xm 1)]‘ xﬂl—-lar ..
[',/(1 —zx) T/ —zx) V4 —..'cx)
f x"'"'*" a.’L‘ _ Tm ) f """Dx
VA —z2)® /(4 —za) )/(i-o-——xx)
3 — '_,x”_’l/(i —T 1) 1 L a™ ox )
fam™ Bxl/ A=z —— e ! Vi

wnde integrationes pro casibus ‘M —14 .t g —-—3 .eliciuntur,
iindeque porro reliqui; - '

Schaolion 2. -
125. Pro -aliis formulis ‘irrationalibus magis complicatis vix
regulas -dare licet, qunibms ad-‘fermam simpliciorem reduci queant:
‘et quoties .ejusmodi formilae -occurrant, reductio, si quam admittunt,
plerumque -sponte, se offert. Veluti si formula fuerit hujusmodi
Pz . ‘ B
/o

, sive » sit numerus integer sive fractus, semper ad aliam

. Sox ) T )
hujus f?rmae f Kok quae utique simplicior aestimatur, reduci potest.
Cum enim sit

’()R __ Q3R -—nRIQ -
o= o 2 posito f o _*_u._ y, erit

R Pax—l—QaR——nRDQ
S QT =/ Qe C ¢

Jam definiatur R ita, ut Pax—l—QaR———nRan per Q fat divisi-
bile, vel quia Q9R jam factorem habet Q, ut fiat Pax — nRIQ—
QTox, prodibitque :

L. -
e - .-
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R __ OR4To%

- —'jl-. 9 Seu

Qr Qr .
Pdz _ R OR 4-Toz
an-H _ Qu+/ Qn o

At semper functionem R ita definire licet, ut Pgx ——=nR9Q fac-
torem Q obtineat, quod etsi in genere praestari nequit, tamen rem
in exemplis tentando, mox perspicietur negotium semper succedere.
- Assumo. autem hic P et Q esse funetiones imtegrasy -ac talis quoque
semper pro R; erui .poterit. Si forte eveniat, ut dR - Tox == 0,
formula proposita algebraicum habebit integrale ,. quod hoc- mode
reperietur; contra autem haec forma ulterius reduci poterit in alias; ubi
denominatoris exponens continuo umtate dnmmuatur, ac si n sit

numetus integér, negotium tandem “réducitur ad huJusmodl forma&n

yg » quae sin€ dubio est’ snmphcnssnma Quamobrem ¢um 'in " hoe

capite vix quicquam ampliug proferri :pogsit,: ad integrationem formu-
larum irrationalium juvandam, methodum easdem mtegrauones per
series infinitas ,perﬁclendl exponamus L PP PN

]

ADDITAMENTUM.

Problema, ™ i -k
‘ U PR
Proposita formula ay =[x+ }/ ! +,xx)]" ax 9 mqur
ejus integrale.
Solut i:o.“
)\t Y \','.'\\"\{&
Posito z—+y (4 +72) < u, it z.,,..."‘_' gt dz=
Qu(sx+1). ynde formula nostra

dy= e duu D), o

F AN

dzoque eJus mtegraie
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utts un—t

- Const..
Yy = 2(n+i)+2(n—1)+ ons

quod ergo semper est algebralcmn nisi sit vel n__i vel n—— .

Corollal ium .i.

Patct etiam hanq formam latlus patentem -

<0y =[x 4 }/(1+-xx)]"xax 4 Co
,hoc .,.modo integrari , posse.,...dummodo X fuerit functio: utlonalu‘

ipsiis 2. Posito eaimiz = ’“‘”—' : pro X prodit funct:o rationa-
lis ipsius‘ ¥, quae: sit == U, hineque “fit -t
' N ay_iﬁu"""au(uu—{— i), R

quq,e formu],a vel est xationalis,. px n sit. numerus integer, wvel ad
yagonghtatem facde reducxtu_r s_n n sxt numerus fractus. .

FYE

ST "Corollarnum 2
.- 3 T . N

Cum sit 1/(1 +xx)__ ’j‘—-; Posito - }/a—]-am).‘._v,
etiam haec formula - - m e e s e

dy=lz~+y ¢ +am"Xda . .

integrabitur , si X fuerit functio rationalis quaecunque quantitatum

Tty—
nh'_’

rationalem ipsius u, qua posxta — U, habebitur ut ante dy —

YU i a1y, b

x et v. Facto enim z — functio X abit in functionem

'Exemplum.

Proposita -sit formula

W Py =fex by 1 4 T2)] [x+ 1/<i + 2 z)]"ax-

Posito x — -- ~—, fit
an

_ c(uu-->+b<u"+") xjur—s au<uu+ ,)

seu

o *



‘..“‘ . . ‘4:‘2.0 A"FUT n .\‘“» mw 3 -‘- 1 1‘.175_
oy —iu3Qula@t—1)4b @ 4 2uu 4 1),

cujus integrale est:

—+& ' ‘8—. —
y._4:n+,) untr n+é(n 5 w*—* -+ Const.

quae est algebraica, misi sit vel n = 2 ve! n=—2; vel etiam
n _— o « . . P " .- ° ¢ .o i

~
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DE. INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFEREN-
TIALIUM PER. SERIES INFINITAS.

Problema 12..

A20e..

’ ‘ . . ®
Si X fuerit functio: rationalis: fracta ipsius. ;. formulae: differen-
tialis gy — X g« integrale per seriem. infinitam. exhibere..

Solutio..

Cum: X sit functio, rationalis. fracta, ejus. valor semper ita
evolvi potest, ut fiat

X —Az®™+4 Bx™t* - Cox™ . Da™H8 L E 2™+ | etc..

ubi coéfficientes. A, B, C,. etc.. seriem recurrentem. constituent, ex
denominatore fractionis- determinandam. Multiplicentur ergo singuli
termini per gz, et integrentur, quo facta integrale y per sequen-
tem seriem cxprimetur .
Ax™t1  Bpmiatr  Qgpwiartr
y—= + + —- etc. -}~ Const..

m—-1 m+n+1 = m+2n+1
ubi si in. serie pro X occurrat hujusmodi. terminus ;, inde in in-
tegrale ingredietur terminus M/lx.

Scholion.

127. Cum integrale /X g, nisi sit algebraicum,. per logarith-
mos et angulos exprimatur, hinc valores logarithmorum. et angulo-
rum per serics infinitas. exhiberi. possunt.. Cujusmodi series cum
jam in Introductionc plures sint traditae, non solum eaedem, sed
cuam infinitac aliac hic per integrationem erui possunt. Hoc exem-

¢
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plis declarasse juvabit, ubi potissimum' ejusmodi formulas evolvemus,
in quibus denominator. est binomiumj;: tum. vero. etiam: casus aliquot
denominatore trinomio vel multinomio. praeditos: contzmplabimur.
Imprimis. autem ejusmodi eligemus, quibus. fractio. in. aliam, cujus.
denominator cst binomius, transmutari potest..

Exemplum f{..

128. Formulam differentialem. a—if—;

Sit y — f ;—z_—x;, erit y == (¢ 4 x) -}~ Const., unde integrali
ita determinato, ut evanescat posito x—0, erity—Il(a{x).— la..
Jam. cum: sit.

per seriem integrare.

E x  zxzx 2% b
— — —— — — 5+ — — etc..
a—+x a. a. a: a: a:

erit eadem: lege integrale definiendo ::

xzr x3 x4

X . x
Y=, 2 Tiad  id T sa

unde colligimus,. uti’ quidem. jam: constat::

L
3 etc..

2z &

N z v '
l(a-!e-x)_:".la—{-,-;. — 2a,—|--3 = T 1a ~f~ ete..

Corollarium: {..

129.+Si’ capiamus' x necgativam,. ut sit 0y =— :a—:,_,.: ¢odem:

e
modo patebit. esse:.

3 3: 4:

la—=) —I“—; T 2a aadd :- ia' ete..
hisque- combinandis;: ‘ o -
: xx b . 2 z .
l(aa—zx) —=2la— : —etc. et

aa 24 3a% 4dad

at-zxz 22 22% 225 227
== - + ete,.

Qv 0 -.- N %

l
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C-orollgi‘ium 2.

i

130. Hae posteriores series eruuntur per integrationem formu-

larum: ,
— 220x { zx b
—— —==—2x0x (— 4+ — + — Fetc.) et
aa— xx (aa—_*_ at a6+ )
2adx 1 zx zt
———— = 2adx (— + —; + — + etc.).
aa —xx aa a a
—axox 2adx ___ jat=x
Est autem faa_—;;_l(aa—-xx) — laa, et fﬁ?xé—l;——x’

ita ut jam his formulis per series integrandis supersedere possimus.

Exemplum 2.

131. Formulam differentialem ““_?_%—:- per seriem integrare.

Sit dy — E:_—?-%: , et cum sit y — Arc. tang.';, idem angulus

seric infinita exprimetur. Quia enim habemus:
4 6 ]
a 1 T x x x x
aa+ xx a a a a a
erit integrando:
3 5 7
x x x x x
Y — Are. tang. — — — — —_— etc.
& a a 3al + ba®> 7al =+

Exemplum 3. .
432. Integralia harum jformularum oz et .waf— er
142 14z P

series exprimere.

.
Cum sit o == § — 2% 4 28— 29 - 212 — ete. erit

oz 4 7T__ 1 _40_y ' 13
f———-—-i x3_.x-—§x ~+3}x —_—Z --}—Bx - etc. et
xax — ] 5 8 1 14 4 14

—5 5’0 _éx +§x _-.l_‘_x +I_Zx fetc,

g
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Verum per §. 77. habemus per logarithmos et angulos:

r — . n / . ©
:’:p__%l(i +x)—§cos.51V(i — 2xcos.g —|—xx)
o z sin 7
—+ gsin. 2 Arc. tang. E——
i — xcos. 3
xa——-—'l(i—-{—r)—z ’-“"ll/(i—2xcos.'5+xx)
gl 1 x) —2cos.”, 3
x sin. |
~+2sin. °7 Arc. tang. .
) i — xcos.3
At est cos.> —f; cos. ) —=—; sin.;::l/;; ‘sin. == '—:3;
unde .fit
or ' > ‘ xV3
f——- =i+ —1yd -x-{—a:x)—[-’,%'Arc.tang o
xa
T o U+ —atza)
+

integralibus ut seriebus ita sumtis, ut evanescant posito x=—0.

Corollarium {.

133. His igitur seriebus additis, prodit
;-Arc. tang. * xl-',ﬁ mr-frx—} zt — 12532’ 4}t

— =z — — ! J-etc.

10

subtracta autem posteriori a priovi, fit

(.—::-%a—x“%x’—’x‘+§x5+}x7-—§m3

— =z =zl 4-ete.
cujus valor etiamt- est
L7 4 <+ x)? —7 (1—}—1:)3 - .
S —x 4 xx =i! 1 + .
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Cerollariom 2

t2.. Cum st .ft xs—gt(l —+ %), erit eodem modo

s

It — it — i gt — - z'? - ete.

A S dis sgects. ommes Fowsiates ipsws occurrent.

Esxexmplam 4.

Lot 2
L3, tcgrale hac 3 — | - x> oz

Y _perseriem exprimere.
-
t . .
Yunr st t———‘_:—x T 25— xt? 4 216 — etc. erit
—
T S L S3 Tyttt L3 T o5 4
g —ir S Lx 3z % "ete.
~ - . w ___ .
Yemm mer R 3D 3 m— 1t et m— 4, posito L — w, fit in-
BN uem:
. 2R W
3_&:...&1.&:::3: e -
M N 3 A:\» [~ s ¢ __"_:".’f‘_’_i—:
- S T & PSR T 3
. .~ —_— > - ~—— '4~ ~ I . . — X .
A. OO *v“,.,_..i“\, e« Sﬂsfu-——."> ‘mm—y ’ Sln°3w—7—"a

W da =, Yoobime habedimus:

At\\t::ng -—-——-«—‘—- * Are. tang. - —

N TN Xy x

Excaplum 6.

Wt —xhox
———.

v &u\'gl‘\h'c An y = 1 +‘_5_,_. per seriem  expri-

[TTIRREN
\

o 4 .
QTR s g A ot — 2t 2® —ete. erit
e &Y _

\



CAPUT 0L 81,

—jale— ot Lt T
y_..x—{-gx 1z - Lz +5z -}-l’x etc.

T - T

At per§. 82. ubi m=—1, n=26, et w:§:30°, est

i 5 . . .
== fsin w Are. tang. -2 4 g oin.3w Ave. tang, [0S
’ X 9in. 5 W ,
—+ 2 sin. bm.&rc.tang —zeset: . -
4 3 —
est vero sin. w = J cos.w — VT; sin. 3w == 1; cos. 3wz 05
V3

sin. 5w == }; cos. Sw—=——, prgo A

y:gAx:c.tang = Jn,‘,.--'}---‘m‘mc.l:ang x+1Arc.tang +=7_

ser., . — =~ ; i el \. » . . o
oz - 3z({—2zx)
y:g.A;c. tang. P—— —+2Arc.tang. x ——{ Arc.tang. sy pereywe

Corollarium 1. BT
~ '1
¢ oo — 9 ._ "

K 13’ Slt z = f1_+_ 6 ___Ix ——32 +s—$‘ ""' :Z“ +\¢tC.
at, f&c\to x3. beben: Yyl CBL .0, I I 1 R .‘ € Fees aza e |

z _._,f,_H—u = ,Arc. tang. & =< I Arc. tanig. %, il
Hinc series huJusmodn miya,; forngtm)., e )

wep§ @it — Lty ,,x”+..,.x“+,,x —ete.
e i e T ..t sl wgﬁi P 317 mosheld L0 .d
8, e x
cujus suinma ‘est — 1 Arc. tang. = ?z?:"l— Arc. tang. x*.
1 4xx+x 5 ;
IR L TATEN YRS S - Fe Sl BB
P o ,Corollanup 2 . L" .
)’g+“"""—-v- )
138::8 hic- eapiotur n""~-—1 ibines angnloa o vendi- Colli-
gendo, fit T S S
. B r ¢ . vi-'_.l..
{ 22
3 Arc. tang. z( ) 7 —} Arc. tang. x*
—--4xé+x
AT ST | AR -(. Mkt 4&3 4.1:5-—-.1: AR troe
— Arc ‘w - -x‘:.t + ‘ 4_? PR
{—dxz—42%—32°

RRHEIY)
i1
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s
quae fractio per {— 2z - 2% dividendo, 1educ:tnr aq FETE
=1 —-3.2‘::,

quae est tamgens tripli anguli = pro tangcnte habenUs > nta. ut sit

3zx—2z3
} Arc. tang. ‘_3xr—‘Arc.ung x, quod idem series inventa ma-
ﬂeﬁﬂ mmo ‘:' .-‘: TEEE;
Exemplum 6. - v ol
. @t parEeny 3
139. He all =
9 anc jformulam 0y . +x‘ » per
Mriem integrare. - - [P
A p .
Ob T — = 1 —z'—}-x"‘-—-z-" -l-x“—-etc. habe-
bitur

_ ™ ™™ xt= xa— ptm z"’"

s —n-; + n-m‘-—tH-m 2n-m+3n-fm +: 3n-—in = ete.
Haec ergo series per § 827. aggregatunt ahqnévm ciredlariude
exprimit, qios ibi vidore deet. ., - o

Cor(rl'l»cnm coemn L sy Ay

| ‘ i."'év L.
140. Podem mado proposxu ﬁmnnla az__:( D3

1——.1:" 4

oh i ‘....“ — 1 +.¢'+x“+x"+etc¢ invenitur:
-_—
o _avn e g g e

""m—mu-’-m 2n—m. Sl In—ms

oWjus valor §. 84d. cst exhibitus. .

TLaalit

Exemplum 7. . e

tdt. 2t Jormulam 3y"“' 5;{;’.;32:; per serienx  inte-

yrine,



c!APUT 'mo @

: Primo intégrale est manifesto y =% I ({ <~ 2 - 22); ut autem
Jn epriem. cox;vertatm', mult.tpllcemr numeratQr et denommator per
4+ 2—2xx)9x 1

1 —a:, ut fiat 3y__ 1= . Cum punc sit =
— 1 20 —I— x5 - 29 + P 4 etc. etit ;ntegrando :
2 20d tad . gxf x®  2x

y—x+——T+ +——-—-~—+ +——--——+etc-
', S TN @,v,rol,lamyn ‘

e

142. Eodem modo ‘inveniri xpotest ) v
y:l(1+x+xx+x9) S
;per seriem. Cum emm ‘fiat <y+l(1 — ) = 11 — oY, erit

iﬂ‘ ‘4 b x‘~ | "-xg -510
y==+ + +"+ +q;|—“;¢|-8+ g+ et
. e BN ,.38
PR ,—.,3__ - -; ﬁ:' T
sive p' 5 ,,s o LT
P Sl SO TS e

3
i ' Cv‘or"ié,'f'lar‘i,um 2,
243, .4t Hractio :P'-';"';:_% .jper _seriem Azx‘;ggupjggtgm evolute
dat o
142 —2zr+ 232t — 225+ 26 27— 22% F-ete.
unde per integrationem .cadem sgeries .obtinetur, quae .ante.

.y
: . Ly

Exemﬁlum 8.

MA m,{ormm By,-,,--u,.}m ﬂ"‘ «mwm -
Aegrare.

l N

”, I
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Per §. 61. ublA"‘"l B 0, ‘a==1{, et = 1, edt hujus
_ening, At pér eseriem

formulae integrale y —
1—:“: (
.yecufrentem reperimus '- i
;-__—’;;;-?;‘" £+2xcos g'-l—(lcos {“—-4).1;:::
—{-(scos {S—Acds {)xa-h(i 6cos. é"—-—i 2cos. g’-}-l)x
. =32 cos. {5;’32 cos. {3+6 0s. 0) zf ~-etes’ RS
qua serie per Jx mulnpllcata et inte rata, obtinetur quaesitum. Pote-
statibus autem ipsius cos. & i “cosl ahgulomm multiplorum con-
versis, reperitur: S S ST
y_x-i-g:cx (2 cos. &) +3,x (2 cos 22;+ 0
4 1z4¢2 eas. 3&'—[— 2cas. é’)—l,—-l:p ' (2.co8. 44—17 2¢ cos 2{—]:- 1)

e &x‘ (2 coa.,b{ ~+-2cos. 3 é’ + 2 cas. é’) ~t- etc.
Rl i- A LT i W IT g

- ' 'Corolr’arlﬂm ’t. - ~"

146. Si pondur 02— l(_-_—’-:c::n{s’_)'_?:; ’ eri‘t per { 63
A_‘ B — — cos. {, a—1{ et b.,,‘—_i, ldeoque o .
s == =—co0s. 41;/(‘1 -—2a:cos f‘bxl’z-tsm%’{Arc mng x siR.

At per scriem : ‘. 3
ob 1—xcor.d ——i-—];—xﬁdl é'_*_.x COs. 2»{

1—axcos.d-pxx ™

— z* cos. 3¢ = x* cos. 4¢ - etc. fit
‘smx--j2xcos. &4 Fad cos.zg’—{-‘rx cosi 8¢
+i¢ cos. 4 ¢ - etc,

Corollarium 2.

146. At quia a'—a—(_ff_ff;:;f"éixm ‘”), ent

&' e UM {,' (f — 2. cos. <+xx)—|—sm éafl—a:cos ¢+=x"°

it atgo pro y_[‘_.gfo;?_",“s alia repemur series infinita.

v luguaithmo conneay, scilicet
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g= “.’:‘ z;/(f—-& 2z cost{’—ﬁ-zx)s

-+ —5;?— (zm—{a:wcoa Ly coaz §+3x4Tos:8 § -+ ete.)
L “Problema - 12.
£47. .I-.'ormuk;p differentialem ‘irrationalem

-

S . ., . o . ,
Y — ™ Jx (a —f= bx™v per seriem -infinitam intégrave. <
‘Soillption .

S NS ‘ L.+
. Sit a." -—c, ernt ay cx"‘“'am(i +2 x") ubu quidens
assumum;s c. non essg q,upnntatq:m ;magmpnam., Cum 15'1ur sit -
3 7
: & a, BQr-IbD pqu—v)(g—zv)b n
4 3 = ._.1-'- b . tce
(-3 a s T 4y.2y, aa T 1y.2y.3v.a> ==+ o+ ete
erit mt.egrando‘ . . - nLs
Rl y’ ‘: wa y M*b‘ ,,-Ar-n h(‘p‘iy);b- M v
< TN ey AR BB B

Lp—v)(p.—-i’v)b"‘ Zmsn
._ll- v 2eidnadd ) ma3n

- ete..

quae serits’ in. m’Eanh- eic«ﬁrm‘ .nist: ¥ st nwmerug igteger posi-

tivus. v - - e - < '4 ! B
Sin autem easu, quo. ¥ numjeru pu,r, ¢ ﬁxent‘q‘uantltas nega-
tiva, exprqgsxo nostra ita est repmesentanda > )

. - Rn '
: e e - e - - AL ol "-."‘*"p,“' -*p. nl-"———‘. :_-
dy =t 3 <bx» =ty o (( ey
* Cm ig‘ﬁn‘ Olt‘ EEREEO TR R A A T BTN L 8% Sl gt A et '_'!.
) <. ,.~):'. L J_{- L }x‘a Lo MQ"H)“’ ¢ n:l-i
—— -—- nyY — — T -",l
M(p.—v)(}k—'@l')a z—3

- ‘ ou ~ et g

ST e j K sv.zu.ay.h‘ . '—’-eb

erit integrando i



N 1] ‘ch,UT_‘ mc -

3" )L I
. més~—_" A * T eml
g (V.’Io‘ p.a y‘wm oo, et

Y= ®
: \my-+=upn 4v. V.6 my +(w—)n

“..
ppa S tc)

- —
+ 1y.2v.5" MY (kw200
Si a et -b sint nwweri positivi, yuague' evalutione ugi licot.

Exemplum 1.

148. Formulam 9y = (,?-:: =y Per seriem mtegrare.
Prnmo €x supenorxbus patet ~ ésse y::. Arc. §in. z ' qui erge
anguluo étiam per serietn infiniitamt exprimetur. ' Cum erihm sit™ -
l 3 5§ 6 , 1.3.5. .7

sa
7-(—_;)— *+‘§” """ 24.6% ° .;To.o"’ “"e"‘r‘\
£rit
3 1.3 25 1356 27 1357%’“"‘

Y=2+d g T a7 Tades ,’*"“"

utroque valore: lta‘&cﬂmto, ut evanescat Poslto B ._.9.

|
'

C olr.o‘l'lnr.-mrm .‘l.

449, ‘Si rengo. sit & =54, ob Arg, sin f =T el L .
1.3 1.3.5 1.3.5. ’
,._i+ +’45+2467+’46679+th. e

)

‘At s ponatur x_..}, ob’" Arc. sin. } = 30° ==, “etit
1.3 '1.3.5 '1357*"
—'*H'223 2.4.255  2.4.6.27.7 ..24.68.29 +°“"

cujus seriei decem termini .additi dant 0 52359877, cujlu Qe.nﬂp-
fum 3,14159262 tantum in .octava figura ®a veritate discrepat.

Coro‘ll:'u'ium 2.

(x—=x

160, Proposita hac «foxmils Jy = ;—-——5 posxto x* =uu,
fis . .



.
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2 . 2uQu .L ~ 20u

"'l V(uu—u }/(t-—l&u}-
ergo y— 2 Arc. sin. u = 2 Avo, sin. V. Tum vero per seriem

cl'lt - ’

(3 W5 1335 7 .
y'—z(u—i-;'-—-{—-—— id~246 u-—l—-etC) seu

1.3 zzx 1.3.p . 23
.‘:2 | - T .
LY -2§ +i +2" 6,+2¢,§ 7-1*?40))/{"
N PR N e L e

Exemplum 2

PR ST

...o..,

| gras
" Postto” AR 2 37""‘2111:95{)/‘(7&«- wu): “at.per re«

ductionent I, (L. £1 8 -ost 8,.—= @5x-m =5 45, ar=2a; P 4%
y,:‘.i vy — 2; unde Ve kit g

 Suuduifd ATy Rt lv It u&)‘ﬂ-&af}uﬂ?‘&—- uu):

et per tertiam, sumendo m_i, a._2a, b:—i, n-’*“z’,
IR 7 R T - s NE o

p=—1, v=—2, fit .

Souy (2a — uu)v—-kua/fm*“'fvﬁ' “fr(;r:r-;

ot cst “);uﬂ '-:&"" SN g = AU N S LNt R
insc—uuS—Arc"ln' V.;; Arc. sin- 73 » Wdeo dish n"m s

ﬁm@q@k—maa—ﬂj@¢dw)+4mw@MeﬂQfMWAN&HV“

vVx
—Xu(u u=a)}/(2 6—uuy +gaaArc.sm.';,-;

E.’S"_: L !I—*f(x-—a) }/(me—xx) +aaArc sm. 71

Pro seric autem inveniends est By'—'Bxl/zax(i — )

‘Ei A4 T8 113.x3 '
z%%%nr(t,,‘ ‘i@:;-z 3 ias. 346 P "m—‘}%za’

hincque integratitlpe. o -t (0l e et dionsiidings g x-
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AT 4
2.1!)g 'i:".‘!.: 22° - ’l 4.-3-— 2;

1%

il '} ‘hv—l. — ¢ *
z/,—‘(*“.. *'5.2a 2.4 T.haa 2. 2. 46757 ”)’/“'
sc‘i X P . A ‘ \. -~ .:— s

2 1.4 23 1143 a2t
y=0G b oo — w— Py .°t°)2}/243

5.2¢ 2.4 7.d4aa 246 gsa’

Corolla; 1w ,l.

152, Inlcgmle facilins “inventti potest, ponenéo x —:a.i-- ¥,
unde fit 0y — — Jvy/ (@a—vv), et per reductionem tertiam

av)/(aa—vv)_;v}/(aa——Lv)-{-gaaf—m, hmc
y'—"C -~ 5vﬂaa—-—‘uf) “TakAre sﬁﬁ gea ‘seu’

- -;y.'-::C--.}(a—-«-x);/(24.:::-—:1::4)-—:-”1‘40Arc.s;n.:+'. .

Ut igitar ‘Hat y—0; posite- F==9, -o‘apmdcbet Q_“gaahcmm. &
ita uta sit RIS g ! .

e TS ) B —2) Y (24.:: — z22) +j aa A.rc. 08
Est yero .

Arc.sm ;”'—'jA.rc cos——’é.
RPN Corollarium -2,  ~ =il o
153..3{ ponamus x_‘:, fit y___.-—-an/s +w:c, Séries

lutem dat ' ) R

1. 1 1 1.1.3

G ::2aa —*—--— b e - - R etcidery .

v ( 37 252° 2.4 7 28 T 24892 e

unde coﬂigltur b R

WE4 6 — 3__"“ D1 UV e

= + (’ 2.5.2>  2.4.7.2%  2.4.6.9.2° )

at per supenorem cst - . S

™= ( + 2325 24528 | 2.4.6.7.26 To#) Qrlde.

ex quarum combinatione plures aliac formari possunt. - ...



CAPUT  IIL 1)
Exemplum 3. '

154, Formulam 9y — Vi_a!Tzi’ per seriem integrare.
. Integrale-est y —I[x - V{4 zx)], ita sumtum ut eve-
nescat posuo x=—0. At ob
13 4135 6
sy — 1 i — Gt tete
erit idem 'integrale per seriem exprcssum:
o :_‘ii.x“' 1.3 2 1.3 2
V=23 T 248 246 7

Exemplum ..

155. Formulam 9y — (x:’_-j per seriem integrare.
Integratio dat y =[x 4 y/ (xz— 1)] qnod evanesctt pos:to
2=—=1. Jam odb |

1 1 3 135
}/(xx—i)_;+2 742 T 2.4.00 7+°t°
erit idem integrale: .
’ 1 1.3 1.3.5

— etco

—=C+lx —: - -_
y + 2.22° . 2.4.42"  2.4.6.6x°

quod ut evanescat posito x —— {, constans ita definitur, ut fiat:
.. 4 - ; 1.3.6
ry=1 e -— -
v x+2.2( .r)+244(‘ _‘)+2466( <)+m':'

Corollarium. ,

156. Posito z — 1 +d fit
ou
ay_}/(zu—f-uu) }/2u( —)
auiiu 1.3 uu 1.3.5° u
Y2u'' 22 24747 2.4.6" 8

unde integrando hgbebitur: - - -

— —+ etc)

12



0 CAPUT - UL

H A
2u 13 2u' 1.3.6 2u
=7 l/“-" Wi X 7wy '7'&+°‘°a) et
- rig—.[. poveey PANYY
‘y""(, 2.3.2+2.4.5.4 2«467 +etc)}/,u v

';Bxemgrum 5 . 'MN
157. Formulam O ___a_x_ er seriem-iml e
9 4. e y-—--(t"’_-.;ijgp ‘ cgraye.
Per integrationem fit
S |
y"‘ — - ’
(n—:)(i—x)"’ n— 1

(l——z)—"‘*"-—i | deo e
Yy =— .

R—1
Jam vero éer‘ seriem est

dy=2a=(1 —r—nac—|—"—‘;‘—,*;—'lac"—i—"—‘ﬁ»“*—'-’M S+ etc)

unde idem integrale ita exprimetur:
3 nx® n(n+i)x " n(n+1)(n+-2)zV
=z ra R — - .
Y +—zs t 12a4 T o°
Hmc autem quoque manifesto fit - '

L)
-1 | = —————
(n )y -+ a—a— )
Schaolipn -

1568. Haec autem cum sint nimis cbwia, ' quam. st iis fusius
inhaerere sit opus, aliam methodum. sexjes; eliciendi. exfionayn magis.
sbsconditam, quac sacpe in Analysi c:ximil;m,_uﬁu.;pz afbme patesd.-

i
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Problema 13.

159. Proposita formula differentiali

m
oy — 2™ 'ox(abaty 1.

cjus integrale altera methodo in seriem convertere.

. Solutio.

|1
Ponatr y“‘_:"(a-i- bx%v 2 erit

(a-l—bx")v —1 faz(a+bz")+ﬂbx""zbz‘]:
unde ﬁt
T 0x == 9z (a4 bx™ 4 "* b 29z, sen
yx™ ' dx == vdz (a + ba™ + npbz* z9x.
Jam antequam seriem, qua valor ipsius 2 deﬁmutur, investigemus,
notandum est casu, quo Z evanescit “fieri B
By "
By:: v ™ .:avbz,
wt sit Jz == 2™ ' dx. Behiamue ergo:
— Ax™ - Ba™* -g(!x""*"" ~+ D2™H" - etc:
eritque

22 —m Ax’”—’+(m+n)Bx"+"—'+(m+ 2 n) C g™~ ¢ ete.

ax—
3
Substituantur hae series loco z et 5 in &equatione

%a-'i @4 bx™) + nubdba" ™ ey x™ 20,
singulisque terminis secundum potcstates 1psms z dnsposms, orietur
ista aequatio:
myaAzx™ " 4 (m -+ n) yaBx™ 1 (m + 2n) vacz"’""""+ ete.
—V +mybA _ A (m-+n)ybB =0
+nubA +nubB _
unde singulis terminis nihilo aequalibus posms ’ coeﬁicl:ntes fictd

per sequentee formulas defmientur:
. L2 J



92 CAPUT IIL

mvaA —y==0; '  hinc A= mas
(m —+-n) vaB -+ (my-+np)bA =0; B—— ) (T::::‘:? Al
(m+2n)yaC—+[(m + rR)y+np}bB—0; C—=— (m:-:_ :n :l‘l:-]b B;
(m+3n)yaD+[(m—+2n)y+nulbC=—0; D—— ((m+am)v+mi o

(m—+35n)va
sicque quilibet coéfficiens facile ex praecedente reperitur. Tum

vero erit:
»
y—(a-+-bzx")r(Az™ 4-Ba™t" 4 C x| D %5t etc.)

Solutio 3.

Quemadmodum hic seriem secundum potestates ipsius z as-
cendentem assumsimus, ita etiam .descendentem econstituere licet:
Z2 == Az™ " = Baz™ " - C2™ 3" |~ D24 - etc.

ut sit

%; — (m—n) Aa:""‘"‘"-n- (m— 2n) B:c"‘“’"“+ (m— 3n)Cx“""""‘+ etc.

quibus seriebus substitutis prodit: ..
~+(M=n)vdAx™ ' (m—n)vaAx™ 1+ (m-2n)y ."‘”"+(m—3n)vaC'z”“'i

-+ nbA —+(m-2n)ybB -+(m-3n) o —+(m—4n)ybD
-y —+npbB -+npbC '
Hinc ergo sequenti modo litterae A, B, C, ete. determinantur:

+nng

v
(m—n)v4np*

(i — n)vaA+ (m—~2n)vbB + nubB=0, B ——(m—m)v

— m—an)yv4ap’

(m—2n)raB +(m—3n)ybC+npudC=0, C= Z__—%ﬁ%

— - —(m—3n)y
(m=3n)vaC +(m—-4n)ydbD+nubdbD=0, D= DL ETh

wbl itgrum Jax progressionis harum litterarum est. manifesta.

ve

(m— n)vbA +npbA—y—0 ergo =

"IO Olh‘ U‘I. ‘v‘l-

Q o »

Corollarium f.
160. Prior series ideo est memorabilis, quod casibus, quibus

Mepd)y —t=np =0, seu — ‘5 _— '.5 =i, abrumpitur, atque
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&
ipsum iategrale algebraicum ' exhibet. - Posterior vero abrumpitur,
quoties m— in——0 seu =i, denotante i numerum integrum
Ppositivum.

Corollarium 2.

164. Utraque.vero series etiam. incommodo quodam laborat,
quod non semper in usum vocari potest. Quando ¢nim vel m=o,
vel m+in:0, priori uti non licet: quando vero (m—in)y—4-nu=0,
seu — + B l, usus posterioris tollitur, quia termini fierent. infiniti.

Corollarium 3. ~ . ]
¢ ’ I .
162. Hoc vero commode usu venit, ut quoties altera appli-

cari neguit, altera certo in usum vocari possit, iis.tantum casibus

exceptis , quibus et — 5— et :—‘—i—. :'— sunt *numeri integri positivi.

.

Quia autem tum est y=1, hi casus sunt rationales mte’gn, nihilque

i'fﬁcultaus habent. : S ‘ .
"Corollarium 4.

163. Possunt etiam ambae series simul pro z.conjungi hoc
modo: Sit prior series — P, posterior vero —— Q, ut capi possit
tam z—P, quam z-=Q. Binis autem conjungendis, erif z—aP
—+3Q, dummodo sit ¢ 43— t.

Scholien. -

164. Inde autem, quod duas series pro z exhibemus, minime
sequitur, has duas series inter se esse aequales, meque enim necesse
est, ut valores ipsius y inde orti fiant aequales, dummodo quanti-
tate constante a se invicem dlﬁ‘erant. Ita sn prror series inventa per P

posterior per Q indicetur, qula ex illa fit y — (a-+-bz")- P, ex

hac vero ¥ — (a - bx")v Q, certo erit (a 4+ b x")v P -—-Q
[

gua.ntltas constans, ideoque P — Q —= C (a+ bz*) v. Uwaque
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Yy

sefficot series tantum integrale particulare pracbet, quoniam nullam
constantem involvit, quae non jam in formula differentiali-- continea-
tur. Interim tamen eadem methodo etiam valor completns pro z
erui potest: praeter sericm enim assumtam P vel Q statui potest

2=P 4+ a+ Bx*+ yx*®+ §23* + e 24" + ete.
a0 substitutione facta, series P ut ante definitur, pro alters vero
nove gerie efficiendum est, ut sit
nvaBz"“”;o-z nyaya™ 4 3nyadz®™ " + dnyac P
wnpbe  4-nybdf3 4-2nyby +3nvbd % =o,
+nubg3 +npby -+-n‘Lb5
unde ducuntur hae determinationes:

Y g (S VLY P (L DL
ve sva )b Jve
— !5_1:+3v
6‘“- ‘." -8 etc.'

ita ut prodeat
: » s
: z:P+a(i-—£i.ix"+P—————m+y).— e (p.—;—v)(p.+2v) 5 z"+etc)

a v.2y a’ y.2y.3v.

2
st 3P -2 (1 —{-—%—x") v , hineque
L L.
y= P(a+bx”);—+qm 3
quod est integrale completum quia constans & mansit arbitraria

Exempium f{.

165. Formulam 0y — ',(la

grare.
Comparatione cum forma generali instituta, sit a—1, b—=— 1,
m—_—iy, n—2, w=1, vy == 2: unde posito y —=zy ({ —zx)
Pprima solnuo -
‘ Ax+Bx +Cx +Dx —}- etc. praebet
A — 1, B=zA; C=§B; D::?C E —§D; ete.
dnde volligimus:

5] hoc modo per seriem inte-

~



" WAPUT 1L ‘04,
. 5”y”_:(5>4‘§x"' 4 5+}Jg—°x7+etc).;/-(t,-—-z~x),
quod ' integrale -evanescit posxto x=— 0, est ergoy == Arc. sin. %
Altera methodus hic frugfra fentatur, ol?_ :—'—'— ~ f_ —_— 1.

FEIREE Corollarium. f. _—

1

- 406, Rosito 2= {, videttr bido fieri y=0, ob ;/(t-xx)zo.,
at perpendendum est, fieri hoc casu seriei infinitae ' summam, infini

tam, ita ut nihil obstet, quo minus fit ;/.‘.‘,’1 Si ponamus x =},
fit y= 30° g-, ndeoque

Corollarium 2.

PR

467, Simili modo proposita .t:'g;:mi;la‘ oy ::7-({%;;; ,répe;gj':u

‘y‘(x—— g’fx _‘_*_s _1'; T—-{-etc)}/(i +x$)
estque y—Ifz+y (1 +xx)] . :

J
E'xemplnm 2.,

168. Formulam oy :37(?:757 hoc modo per seriém in-
tegrare.. S
Est erge mz=0, n3T2, pon 4, V352, a=1%, et bx—1,
atendum: igitur est altera serie sumendo -

= 7—;7_75 = Az™% 4 Bar=% 4 Ca+® 4 D=8 etc.

sitque . 3 , _ A )
A=1; B= 1A C=§B; Pl eté: . "
Hinc ergo. colligimus HE RS
2. 2% _2.4.6
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At integratio praebet y —/ :!—%:5—'—),' ‘qui wvalores conveniumt , -
quia uterque evanescit posito x* — 1. N T

Corollariam .

{69. Cum autem haec serics non convergat -isi capiatur
2> 1; ho¢ autem casu formula y (1 = zx) fiat umgnamg haec
series nullius est usus. : .

A

' co'rouuiium 2,

170. 8i proponatur dy — iV(x_x_i eadem pro y deries
emergit per }/ -— 1 mu'luphcata, ernque . < o
( 2 . 2.4 2.4.6 et ‘

y— zz | 3z 35.1: 367 3+ c)}/’(xa:— ).

Posito autem z _;, erit gy = W’ et y=C — Arc. sin. u,
séu y = C— Arc.isin. 2: ubi sirhi GpoitetiC-= 0", " quit setids illa

evanescat posnto F =oo: ita ut, sxt y=— Arp sm —, quae cum st
- 1

- ‘o
pcnon convenit statuendo = 0.

) o . N
Exemplum 3,
ox
}/(a-f-bx

171, Formulam 0y — hoc modo per seriem

integrare,

' Est hicm=—A{, n—4d, u=t,v=2, 1deoquc pbs;toy" ;/(a+bx‘),
prior resolutio dat S

., %= Ax—l-Bxs-{—ng—l—Dx”—I—etc

existente
-, —_—3d —28 — 11
-3 B..—;%—A; C= -—Z—B D= EC ete. -
ita ut sit
x 8bx%  3.76°2%  3.7.1153z13
= (o - — —_ 4
v=( " aa T 6.9a% 5.9.13a +°tc)’/(a+bx)



o
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b4 .

Hie ;mtem‘ quoque altera resolntio locnm habet, ponendo
' z— Az~3 4 Ba—7 4 Cz—* 4 Da— - ete.
~xistente

=33 A C==I1B; D===U3C; ete.

— T —
- B—= 9b 13b

-3
unde- colligitur:

1 8.7aa 3.7.41 a3 ‘ X
Y= (bxs - 6b’.7.7+ b.obsx“— 5.9.13b4z15 +etc.)}/(a-1-ba: )

quarum sericrum illa evanescit posito z =0, haec vero posite
x — oco. '

Corollarium (.

172. Differentia ergo harum duarum serierum est constahs,
scilicet :
x _8bx® 8.10°x% 8.7.11b6%3zx"®
+ — - .+ —
a 6asd’® b6.9a° 5.9.13a4
| 8a 314 3.79.11a

T Ry v hararYi e g g gl

-} etc.

V(aF dxz*)y=—Const.

4+

Corollarinm 2,

473, Hes ergo hinas series colligende habebmns

a+bxt ad+03%z1* 3.7 aP+b5z2° o, = €

abz? -3 @bz 5.9 bgd o — }/(a+bx‘)
ubi quicunque valor ipsi ¥ txibuatur, pro C semper epdem guanu-
tas obtinetur.

Corollarium 3.

474. Ra sia=—+4 et b= 1, erit hace eeries in y(1-42H

gducta spmper songians, ssilicet
. 13
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i+x !+x“ 3.7 1+ 220
5 9 ST S ete. ]/(l +x‘) =_C.

Cum iguur posito z — 1, fiat
—_ 3.7 37.11
C=(t—§+3) — sl +etc)2y2
huicque valori etiam illa series, quicunque valor ipsi x tnbuatur s
est acqualis.

Corollarium 4,
175, Haec postrema series signis alternantibus procedens, per
differentias facile in aliam iisdem signis praeditam transformatur ,
unde eadem constans concluditur

C=(t +§+%+;—'3'5 +5'93.:Z7—|—etc)}/2,

.93
quae series satis cito convergit, eritque proxime C— X
-’ 7

Scholion.

176. Ista methodus in hoc consistit, ut series quaedam inde-
finita fingatur, ejusque determinatio ex natura rei derivetur. Ejes
usus autem potissimum cernitur in acquationibus differentialibus resof-
vendis; verum ctiam in praesenti instituto saepe utiliter adhibetus.
Ejusdem quoque methodi ope quantitates transcendentes reciprocae ,
veluti exponentiales ct sinus cosinusve angulorum, per series expri-
muntur, quac ctsi jam aliunde sint cognitae, tamen earum investi-

gationem per integratiorem exposuisse juvabit, cum simili modo ala
pracclara crui  qucant.
Problema 14.

177. Quantitatem exponentinlem gy — a* in seriem conver-

tere.
Solutio. _

Sumtis logarithmis, habemus /y — xla, .et differentiando
Q,’ sz drla, sen --Z — yla: unde valorem ipsius gy per seriem
quaer oportet. Cum autem integrale completum latius pateat, mo-
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tetur nostro casn posiio x — 0, fieri debere y—1: qimre fingatur
haec pro y series: :

y— 14 Az 4Bz’ 4 Cz® 4+ Dzt 4 etc.
unde fit '

22 =434 2Bz} 3C2* 4 4D2% 4 ete.
qtiibu_s substitutis - in aequatione ?T: — yla— 0, erit

A+ 2Bz + 3C2" + 4Dx® + 5 Ex? 4 ete. g___-o

—la—Ala—~Bla —Cla —Dla —etc.? ™ - "

hincque coéfficientes ita determinantur:

A=Ia;.B—=fAla; C =}Bla; D=}Cla ete.
sicque consequithur: ' '

zla 2*(a)® 2%a)® i a)t

—at—{ -+~ -+ . ete.
Yy5—a= + 1 1.2 . 1.23 +1.2.3.4+

«quae egt “ipsa series notissima in Inwoductione data.

Scholion.

-478. Pro sinibus et cosinibus anguloram ad differentialia secundi
gradus est descendendum, ex quibus deinceps series integrale referens
elici debet. Cum autem gemina integratio duplicem determinationem
Tequirat, series ita est fingenda, ut -duabus conditionibus ex -natura
rei petitis satisfactat. Verum haec methodus etiam ad alias investi-

gationes extenditur, quae adeo in quantitatibus algebraicis versantur,

a cujusmodi exemplo hic incho€mus.
Problema 15,

179. Hane -expressionem y — [z -}/ (1 -+ zz)]* in seriem,
secundum potestates ipsius x progredientem, convertere.

Solutio.
‘"nox

] . d
Quia est ly—nllz—+4 Yy (4 +z2x)] erit ',JZV(T-F’;:T);

jam ad signum radicale tollendum sumantur quadrata, erit
#8

Py
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U-4ax)dy —nnyyoz". Aequatio, sumto 0 constamte, desnmo
differentietur, ut per 29y diviso prodeat

00y ¢t -+ xx) 4 x0x0y — nnygda—=0:
unde y per seriem elici’ debet. Primo autem patet, si sit # == @
fore y — 1, ac si x infinite parvam, y = 2 =1 + n=z,
Fingatur ergo talis series:

y— 1 +nz + Az* 4 Ba® 4 Cxd 4 D25 5- E2b + ete.
ex qua colligitur : '

9y —

S2=n+ 2Az -+ 3Brz 4 4C2%+ 6D2% + 6Ex% +etc. et

aaifzzA-{- 6Bz -+ 12Czx -+ 20 Dg +30Ez ~+ etc.

Facta ergo substitutione adipiscimur : .
2A 4 6B+ 12Cxx « 20D2% 4+ 30Eat + 42Fz5 + etc.
“+ 2A + 6B + 12C 4+ 20D -4 eto
3 nzr+ 2A + 8B <4 4C <4 B5D <~ etc.
—nn—-—n>— An® — Bn* — Cn* — Dn® --etc.
hincque derivantur sequentes determinationes
| A=y Bz"—-‘-——-—)*:".;", Cz*—i—:'_‘;—ﬂ; D::’—-(-———?';"‘.;" : ete.
ita ut sit
. y__1+u-’»+ m:x +n(nu 1) x3+'“‘§’”‘ Q ‘ a(in—i)(nn—9) z8.

=0

HEEPC e PRI PRI
Ae(an—4) (xn—1 6 n nn-—- (nn—g)(nn— 7
TR s.4.5. 1.2.3.4.6.6.7 Z"+-etc.

Corollarium t¢.

180. Uti est y—[x 4y (1 + x2)]*, si statuamus z —
[—z—+ VY (422", pro z similis series prodit, in qua =
tantum negative capitur, hinc ergo concluditur :

:7+z_._ { _+_1:: e+n?(:x;2) 4 +nn(:";—54)(nu—-o) 6

y— "'nx+!"._(ﬂ’:') 3+ﬂ(nln-:l;{2n;9)

a1 o

-+ etc. et
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Corollarium 2.

184. Si pomatur z = — 1.sin. P, erit Y (1 4 22)
— cos. {; hincque ‘
y=—(cas. P~/ — 1.sin.QO"=cos.nP+4-y/—1 sin.n®d, et
z—(cos.P—y—1 sm.(])) =cos.nP—)/— t.sin.n(:

unde deducimus :
cos.nP=1— 2= sin.P’+ ""('"'_4) sin.pt- 2r(n—f(nn— '” sin. ¢+ etc?

1. 2. 3. 4. b

sin.np — n sin.  — '—'("L') sin. % - 2022 — '3) ('/:";3) sin. O3
— ) iy 7 Y

"Corollarium 8.

182. Hae series ad multiplicatiogem angulorym fertinent ’
atque hoe habent singulage.,, quad prior tantum casibus, quibus =n
est numerus par, peosterior vero, quibus ¢#t numerus impar, abrume
patur. ‘

Problema 1{6.

183. Froposito angwlo @) tam ejus sinmm qm cosisym per.
seviom ipfniam cxprimere.

Solution :
Sit y—=sin. D et z-v'coo D, ent ay*-aﬁy‘(t-yg
et dz——0Qy (U — Sumantur quadrata

oy =9 (4 —yy) e 32"=3Q'C1 —-zz)
differentietus sumto o @ comstante, fletque .»

00y ——yod" et 00z—=-=20¢",
sicque & et z ex eadem aequatione definiri oportet. Sed' pro y=sin.}
observandum est, si @ evancscat, flert y =—={; prv z=—cos. T

verum, si O evancscat, fieri 3 = ¥ — {¢ (D‘,, sew z — 1 + 0 ¢
Fingatur ergo
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y'—_—a>+ AQ® 4 BO® 4 CO" + ete.
. =1+a@+ 3P +7 P +3P° et

ﬁetque substltutlone facta :

2.3AQ-4.56 BP3 6. 7C®5+etc§__oet
4+ 1 4. A F B

1.2a+3. 484 + 5. 6'y(D4—|—etc§_.o
-+ 1 4 a

unde colligimus :

——!. __'—B -— .
A——m, B...._" 5’ C 6—2 D—m, ete.
_—T, — B, — -,
4_—1.2, ‘3_# 4, 'Y_—, 8__—-8, etc

unde series jam notissimae obtinentur:

@S o oY

P ate.
¢ P
, "fq)‘" 123+12345 1.2..... 7+
_ ®n q>6 @6‘
s =1 ~ 12T 1234 12..... 7 Tt

“Scholio N k
184. Non opus erat ad differentialia secundi.gradus descen-
dere: sed ex formularum y — sin. Q) et 2= cos. { differentialibus,
quac-sunt 0y — 20 et dz— — yo P, eacdem series facile
reperiuntur. Fictis enim seri¢bus’ ut ante y—Q-+AP3+BP>+-CP?

~+ete. e z==4 + aP’ 4 BP* 4= PS |-etc. substitutione facta.,
obtinebitur : ~

ex priore
1+3A(D°+.6B(D‘+7C(D‘+etc§ o
—i— e g — v

ex posteriore
220448 6y P+ el =o:
-+ 1 4+ A -+ B
ande colliguntur hae determihationes :
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- . —. _k — . . . :
“-—", -—5 p- B 5’ 7—_'“' -—07, '

ideoque

— -l A — .

e=—14 B= 5 'Y—- — 334.5.8
1 —_— T oo

A—— 5 B—+ 235.4.5° C=— 9-.5./,.6.6.7

qui valores cum praecedentibus conveniunt. Hinc intelligitur, quo?
modo saepe duae aequationes simul facilius per seues evolvuntur,

quam si alteram seorsim tractare velimus.
Problema 17,

185. Per seriem exprimere va‘onem quantntat:s y, gui satis-

moy nox
faciat huic aequationi V(a+byy)—'1/(j+gz—) o

. SolutIOs e ) e

’ et c.

.

Integratio hujus aequatloms suppedntat : P i h ol
1Y (@ byy) + gy bl = 7 Y Sr yxx)—t—x:/ﬂ-i— Cu
nnde dedncunus : . R

qu
1/(/'4-93?"‘)4--?«‘1/9 m’zt ST e
2yb h iy I3 T
nVb ..
<1/(/'+arx)——x1/g 5"’8
2;b k

eonstantes h et R ita capiendo , ut slt hha_..f Hmc discimus ,

si x sumatur .evanescens, fore .
avb - R4 b

VS + xvg>~ﬂ (Vf —-wm/a -Vc
2yb( 2yb
vbd nvbd
_ i }/ mV; ';/h W]‘ e U
y= [ Vh) :
a b . 3'/5 .

nx /1/k Vg ra O
+2mV/‘ ) + ),7‘-]?.“3 5, a8

Y
<.’-
Y A
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vel posito y—A - Bz, ernt B“"ﬂATAff‘fj-_z, ita‘ ut comstans
B definiatur ex constante

A= ﬁ)’"“; )"" ] -

e} wvicissim
7k

v

k
h

avVDd
myY g

=Ayd4yY @+bAA), atque
nyYd :

5:).V‘—-“A';/b+,/(a+b,&5) .

Nunc ad seriem inveniendam, aequatio proposita, sumtis quadrlhs
mm(f—+gzx) 9y —nn(a-+ dbyy) 02",
denuo differentictur , capto d  constante, ut facta dmmone per
20y prodeat :
' mmaay(f-{—gxa:)-l-—mmgxbzay—nnbyaz'—"o.
Jam pro y fingatur series:
Yy —A+Bx4+Ca’+ Da®+Ezt 4 Fad o ete.
qua substituta "habebitur

2mmfC «+ 6mmfDz + 12mmfEx* + 20mm/fFx® + etc.
s 2mmgC 4+ 6mmgD -+ etcf.

-+ mmgbB "4 2mmgC < 3mmgD o etc.f
—nnbA e ndB — nnb C — nnb D —etc.

Cum ergo A et B dentur, . reliquae litterae ita detexminantur :

C— uub_A
ammf
D_lnbs—;:;‘n -E_.ucb;—’-::.gc.
=iy, o o riieu g,
Hm oM R, J =250 nEG;

sicque series pro y exit cognita.
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B \dixe_mp\lum 1. h
N A R P T 1
(SR I ) :
i86. Functionem transccndent 4:!‘“ ‘“":‘, pc.r secuns
«um potestates ipsius x progredtentem exprzmere. 4p sy '
IR iLH I A -
Ponatur y = ¢AM 8 2 erit Qyistr n‘ru.m.-a o set —-" ==

dxlc

e :;) : hine “ YKL ) D Yy Gyt et \dﬂﬁrentlando
00y (1 — zx) — x0xdy — y9z" (10)* =20, ..Obaswestir o GmfP,
posito x evaneaceats, fg;e* _;,*g"._;. 1= ,'zlc#_hxpc\ fingatur series

y—1 4 xlc+ Ax? —+ Bz?® +Cx +Da; ‘-h-fgtc. a,,glr)gs
tuta habebitur : e

\ FE «a
Cag’—i{-lb é‘:zr: +5 &Ea:‘
) =124 Z2. 3B — 3. 4C e —
‘_I g i -1"’ xw\ f . . 4rc+ -
- (0 (fc) ZAador TB@) -—C(I)
) Al CRTARIRE T YRS AR TS |

Unde rghqgn \coefﬁcxentes ;ta .dI:Qmuntur N
I Ar-l-u e B_I--’-(ﬁ‘)'}lc i e o h

s ) ‘ SRR 5 BT

PR ot o AT RN D;9I(§°)‘B)+ Y

[ A .l—.. - x E‘: “
E = ’H' out C; F— ’H"Q"-T— D; etc. e

.Bit biéyitauis grgﬂhbk 'Y{—-é@qm» Y. ’.) g --:D LY Gt 1T

cAre. sm:—1+-yx+'7'7 O A (L %, ) D 7(4+w) z4
3 d a T 1.a.3 1.2. 3.4
T 'y)(9+'y 25 y'v(/,+'y'v)L-6+w) 26+ ete.

SRR ST .whﬂp ,zuxf‘ . num;l cni e TSR R :0 Fat
(AL VAN 5 I RS AN »Esii.m ﬁ‘l ﬁ’ﬁl' Q O Cupligar G
AR TIERT S TN D (W TS RO SIS ey TRAag LIQ
£ 187, Pesitol & —mma@)y mzn’mpdé‘mﬁq; pdaides
psiue-x) progredicptom guacBinwin angili .-a::w ane

(’! Ly A S ‘) ’11)

Ponalur y= sm ntD, ‘ac notetdr évahescenf" G, ‘ﬁen x%
et y—wd Gnz, hoe eat y—::n‘-irm:; gw& 1&5 sewici quacsi-

tae lmuu’no i) Uw &Il'{“l !m ‘) “ b__ f' PN A T S .
14

3

12‘+23Bx+3
: —1.

N‘ne" K 3

va.
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ax.
AT —-y_y) 7' Zﬂ:— = ae} ’

et sumtis quadratis
(= 22) JY ==nn 3z’ (4 ~— yy): hinc

2 =y, o mIP= —n‘:m Erge

.. 00y (d =—22x) ~— xazay-t-nnyax‘__o,
.Quare fingatur haec 'series S
v y=nx+Ax'+Bx‘+c:c7+nzs+m A

‘qua substituta habebitur :

2.3Az4 4. 6Bx -+ 6. 7C:1:5+8 QDx"\

\ ' —2,8A —48§B —~—06.1C etel = o

w—ft = 8A —= BB =— 71C

+n’A + nnA -+ nnB +nnc
Unde hae determinationes colliguntur : . o

—_= g —.) — =( —zA < (i o8B, .

ita ut sit:
y:nz—%—._s’) $4-2 ?:.s ::9) ’ '(u:-?.(s P 6 7 D" - ete
sive " o
sin. n O =nsin, O ﬂ:%;j gin, 3 - 2E2=fen—0) g DS ere,

3.9.53.4. 6
Scholion. . |

188. Quia haec series tantum casibus, quibus n est mumerns
impar, abrumpitur, pro paribus notandum- est, seriem commode ex-
primi posse per productum ex sin. d in aliam seriem, secundum
eosinus ipsins () ‘potestates progredientem. Ad quam inveniendam

" ponamus cos: P — u, fitque sin.nP —=zsin. P =3y (1 = uw;
cuade ob 0 ¢=- 7(1_'—”-'5, erit differentiando

ubt:f::u;g aﬂy(i "‘"")"'7“:.'8:1.)’ sen
‘—nducos.n(p;-_:azu—-uu)-——zudu, - ;
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quae, sumto Ju constante, denuo differentiata dat: — “”a:‘:ii":':@

sin.nd __

=00z(4 —uu)-3uauazr—-zau =—nnzou’, ob V0 —um) — 2

sin. nQ
Quocirca series quaeuta Pro z — -y X hac aequatione erui

debet

‘90z (4 ;— UU) — 3ududz — z0u’ - nnzdu' =0,
ubi notandum est, quia u = cos. P evanescente u, quo casu sit
P =190°, fore vel 20, si n numerus par, vel z =1, si
n—4a-41; velz—=— 1, 8i no= 4a— {. Qui singuli casus
seorsim sunt evolvendi: et quo principium cujusque seriei pateat,
sit $—=90°—w, et evanescente w, fit u—cos.¢_.u, sin. (D._Js

sin. n @ = sin. (90. n-snyw) =z, - *
I

Nunc pro - casibus singulis:
Leanzdey. . fit 2= —sinne=—au..
II. si n =42 1; ﬁtz...._cos.nm__i
Il si n—4a~2; fit z—sin. nou— -3 nn
1V. sin:4¢+3 fit z._.—cm.mn._-t
unde series Jam sauis notae deducnnlnr. -

PR P R O Ee T A [ R I T ER AP
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INTEGRATIONE FORMULARUM LosAmTHMICA-
.. .. RBUM ET EXRONENTIALIUM,, .

v s Pfo‘b!‘emu ts.- s j.')

L B S BT L T A B R

e 18.9‘ R N T P S

S'—X‘ desrg;et fﬁncudnem algebraacam ';ps:u'a) \x, 'u'wcnwo‘ ltegr;h
formulae X dz l x. ’

e g firei s,

Qhéramr’ mit‘grde* fxa':t, qubd sit — Z gt ‘euth qgantntatns

Zlx dxfferenuﬂ'e Bit "'ale +——-; em le-jbblz jzax

ideoque

g

t WIS - (AP
fale—fxaxlx.,":.le j’zz’_. o ervms e
Sicque integratio formulae propositae reducta est ad integrationeme

i f

bujus %—’-‘, quae, si Z fuerit functio algebraica ipsius z non amplius
logarithmum involvit, ideoque per praecedentes regulas tractari po-

terit. Sin autem /XX AYUSFMREEXNBETi nequeat, hinc nihil

subsidii nascitur, expedietque indicatione integralis /X axl.r acquies-
cere, ejusque valorem per approximationem investigare.

Nisi forte sit X:; , quo casu manifesto dat ] 02 1z =
$dz)+C.

Corollarium ¢.

190. Eodem modo, si denotante V functionemr quamcunque
Jpsms z, proposita sit formula XJdx IV, erit existente fXodx =Z,
cjus. integrale —ZIV — [= 29V sicque. ad formulam algebraicam

_ reducitur;. si modo: Z. alg_ehrmcc detur..
[ X ]



CAPUT.IV: | o
Corollarium- 2. - o

191. Pro casu singulari a{l x notare licet, si posito 2z =,
fuerit U functio quaecunque algebraica ipsius u, integrationem hujus
formulae l——’? non fore difficilem, quia ob é:-:—"::a'u abit in Uowm,
cujus integratio ad praecedentia. capita refertur.

Scholidom

£92. Haec reductio innititur isti fundamento, quod cum sit
3-7Yy=Yy d c+x9y, hinc vicissim fiat zy—/ydx + fxdy, ideoque Jyox=
xy—/2dy, ita ut hoc modo in genere integratio formulae yd x ad integra-
tionem formulae xgdy reducatur. Quod si ergo, proposita guacunque
fermula V9 z, functio V in duos factores, puta V=PQ, resolvi queat, ita
ut integrale [POx =8 assignari qpeat, ob Poxz =95, erit Voxr=
PQJx =Qa8, hincque SVoz = QS — /$9Q. Hujusmodi reductio
insignem usum affert, cum feymila /8§ 9 Q simplicior fuerit quam:
proposita fVax, eaque insuper simili. modé ad simpliciorem. reduci
queat. Interdum etiam commode evenit, ut hac methodo tandem
ad formulam propositae gumileny npcrveni"atg' , quo casu integratio
pariter obtinetur. Veluti si ulteriori reductione inveniremus /° S0Q=
T} mfY £, foret utique fVIz=—=QS —T — V9 Rincque
ﬂb.t*—-qs +;" Tarkx |g|tur~ talis reductio isignenr pracstay usum,
cum vel ad formulami simpliciorem, vel ad eandem: perdutit.: ‘Atquis
ex hoe principio praeripuos casus, quibus: formla X gz lz: vel inte~
grationem admittit ,. vel per seriem: commode exhiberi potest, ¢vol>
samus.. : '

Exemplum  f.

£93. Formulae &fferentialis- ™0 x L x . integrale invenire
denotente o numerwin: guemcungue. . .

Cuim: 6it. jx"a:t....--—- ¥, erik. . :

fozla = —*—W’lm-—fmz"‘*" o.lx

-

i
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u+x

ideoque
— ]

_jx”bxla:y_ (Ix—ﬁn)‘ .

Sicque hacc -formula absolute est integrabilis.

x"*"lx—-—-—-fx"ax"‘—-—-x’”"lz—(———T._;_ ; s

Corollarium {.

194. Casus simpliciores, quibus n est numem integer sive
positivus sive negativus, tenuisse juvabit:

1 {
RZre=—tn_f,

Jozxlx—zlx — z;
xa: x x

Sxozxlz=jxzxlz—}zz; f—;;lz_—_—__ lz ——;

oz
[x* oxlx = jxblx — § =% f;tl:‘:_‘;;sl'”——'
oz | ?
ra*dzlz=jatls —zh [5la=— qla —

Corollarinm 2,

498, Casum [ a;-' lz—}({z) qui est omnino singularis,

Jam supra aunotavimus, sequitur vero etiam ex reductione ad cam-
dem formulum. Namque per superiorem reductionem habemus
f"’lr:lx.lx—flz dlx=(x) fa—xfla::

hineque
f"’ ! x = (I x)°, confequenter f— lz =3 =x)"

Exemplum 2.

(06, Formulae +_— lx integrale per seriem exprimere. ..+

Huduetione ante adhnbnta parum lucramur, prodit enim ;

/'.z'w”z‘::a lx-—fa‘ x-:c' v




SAPUT IV, SR TY)

Cum auiem sit " ' eyt
I—-- x-}-;x +§x +}x —}= etc. exit '

2
o fl:'_—;__.x-}-{x +§2 52t +—3x5+etc
.ideoque .

f I:z: I——-— la:—-m--lx —53’ —ﬁx‘ —5x5-—etc..

quod mtegrale evanescit casu £ — 0, etsi enim /x tum in mﬁm-. A

tum abit, tamen / —— — x4 j2* 4 ;‘x’ +etc. ita evanescit, ut®

etiam si per /@ multiplicetur, in nihilum abeat,’est; exim M genere

x"lz = 0 posito £ — 0, dum n npmerus positivus.
. o, - . ] :

Corollarifum .l. e

i

197/ Si"ponamﬁc 4 —a::::u, fit . o e g

Jox ‘_du T
- ——._J.lz——-'_ I(‘i - 'u),""—g—' Im" N YT TR,
ddeoque O S 1
[ lz=CHu+put +;ui+ ~+ 5 u® - ete.

guae, ut etlam casu x = 0 seu u= l, evanescat capl debet

. 18 26

Corollarium 2.:

- ¢ A

498. Sumtq ergo i — T U.Seu x+u-1, aeqmles exunt p

inter se hae expresslones HEE
4

—lx. lu—x=—1z* —;z ——;x — ete.
—3"+"+“‘ +5u3+etc. o
seu erit L
” 'z, zu:x+u+g(x +p)+g(,z’+u’) . A
. -{-——i(x‘+u‘)+m

3

Corollarnum 3.
-\ f\' " “

199. Haec series’ maime coim:rglt,‘ poncndo x=u=Z}§: hoe
ergo casu habebimus IR BT VY R SO PRI FH R S Y PRI H O



.

sEp €A PrU"l‘"olV
6T — (12)’*1'{_- 4+4 ° 8. IG+xB a5+3a e

H

HIIJUS ergo setlei ' A ' B L P s

i e S Fal ST 0 —+~,;z‘+otc. CA

summa habetur non solum casu x =1, -quo est :"—'—‘!, sed etinm

. .~ . L SR S

casu x._.}., quo est —— ;(72) R
'A'f: vt el . S A‘,_." PR ‘.".}“’:iy" oa,
S i L qunllaruum 4, darent s
290; Shponamuc .q:,‘_i et u— g, .exit bujus sexiei . P P

1. PR - b 83 - '_A 20 Bt
1 — —_— —_—
T 3’.4+ 33.9 ;'_ 3%.16 + 3%.25 3‘ 36

et Il
1 on

cujus termigus generalis = Tyl summa ;;.%qg.«,—;! 3.x&§t neque

vero hine serici 7 4§ 2* < § 2% - § thot- ete: bihas gasus z = §

et 2=} scorsim summare licet. . ~ o 2unnshi

P ; K " _ 4 % K ') A '_‘“ \
' xem p l um 3. )

]

iy

' o BESE e
201. Fm\mulac l—»—;,l x. mtgqralc ;wryr,g,, ngquc in
seriem convertere.

B

Cum sit f( x)’i ’x, erit '

BT E D) f ‘_x),l'jt“""—"l*’"f ‘s il r”"- :0,‘ s
x(.__";) —*Tx—:.l" ﬁtlg(n - :7:1:—[—! T .
\

unde colligimus mtegxalc _— ; |
BT SR i

—_ 1= N Y v xl= ~ .
f(_—x’ Ti—x lx-_‘ —x = n—g_l;:—z" EER I
ita sumturh, uf evamescat béSItO a:i: 0.t LR

NJam Lpro~ serie, cammodissime mvemenda, statuatur 1 — x =¥,
et nostra formula fit

' ' . laY N
_.au
= s 4—u _— 12 =%y +1 +ju’ +Ju’+ete.
), < )= wg g (u J_;u u’ u ,}“v. ;:tc)

Quocnrca mtegrando nanclscnmur. . .
3 luvosabit a5



CAPUT IN. 448

. ] ut
f ox —lx_.C+Iu+u up  u +ete.

4 ~x)" - 1.2 2.3 . 3 4,
quae expressio ut etiam evanescat, facto =5 0 ,qn U 1, open-
tet sit:
—_— t T ¢ _.__ —
C—‘—"—;—’—-i—s.—z—‘s fttC.._. i.

Quare ob = i —u, obtmébnmiu :

u u‘ u8 ut A S —u)l( t—u’
=1 --I
1.2 2.3 3.4 ‘6+ew +io
coy +(|—u)1(:-—u) 3
. v .. Corollarsom &. .. . . © . B ¥
202. Simili ‘modo .si 39 - f,}‘“ — ., ot .
2d vy S
y—_i’i Py +f(.—u)‘ o " | ’
at pos:'u *a*-xx, i ' ‘ ’ C
208w — — |+x e Tt
j(u-t)}’s ‘f--s; 2 l g ’Ergq -
] % 4
y:2‘+1"'7i1:——7‘ 2
At quia per seriem ; ' f _ .o
ayzﬁrtu+;m+;u*+né+my v
erit etiam

+2}/u+-—u]/m+ 2 ’;/u+—— Q;/‘u—f—etc.
Coroninum 9. ,,
208. Si ergo mluplmm per adipmmq;-

3 3 "3
u u u u u . —+
u&P‘ -+ :' : +“CO_‘V“:' ‘M_V“"“’ﬁ‘ﬁ'
2.3 3.3 4. 7 ,

1—yu
quae, summa est etiam'
, -—(4+;/u)lu+;/u)+(4-.-yu)z(cw-yw
Quere sumto ¥ =% 4, ob (4= YW (4~ VM= 0, N6 . ; "

G v """""’3& 4,.13_’”1‘.—5"“‘,0&&-'3&3-. PRI,
16



tee4 CABPUT TV
.- “-’ " , Problema . 9. ok \
201 8 P‘denotet functiohem xpsms x ’ mvenn'e integra.le-
Aujis formulae’ dy — P (o)™ :
.  Solutio. . . .
Per reductionem supra monstratam ‘fit
y=Pda*—/P). (2" =P ()" nf22Z @z,

R

“Mine 8 sit [—= P:' — Q, erit simili modo . _

fp—gf (?x)”';? = Q 2V — (n— 1)/-9_3_: (x)* 3,
Quo modo si ulterius . progredimur, haeoqnd - mtegraha capere liceat

obtinebimus mtegrale quaesntum $
SJoP (lar:)'l =P Ux)* — nQ (lx)"'—" +nmn—NHR (Iz)"""
-—-ngn-— 1) (n — 2)8(1.1:)"""—!—ctc .
ae 8i exponens 7'’ fuerit’ numerus integer posmvus ’ mtegrale forma
finita exprimetur. i : -
Exemplum {. U At

205. Formulae x™ 04 (1z)" integrale-assignare.: . i
. xm""l a‘-"'f s
H’lc .est ‘n>= 2, et P =m+'1” hmc Q.....( 1
t R— avh und
c m e colhglmm

e o = e k5,
Qsl.mtegule evanescit. posito. z = 0, dum sit.m 1 > 0

+

. Corollarnnm 1. _
2-6.6'.' Hime® posito "z == ¢, fit _/‘x‘ a;c dz)* = -(;3_—’_'3, Ex
praecedentibus -autem patet, si formuta yz™J zl/x ita integretur, ut
evancscat posito x==0, tum facto x—1, fieri fz™dxlr= (;:_—-—'—-').

€.



CAPUT IV, (Y

e

Corollarium. 2

207. At si sit m'=Se={, ut hebeatur 2%z, erit ejus in-

tegrale J°: 0% 1z)? _.;(l;t)’, qm solus caaua ex formula geuerali est
excipiendus.

‘v:'. . Y T (X} :' .. : . :'l
o ’Exemplnm '2. } . S
208. Formulae z™ dz (Iz)? i.ntedrale a.mgnarc.
™ z™ x™
"Hic est n— 3 - etP:::;, hinc Q:;;; R=—; et
zﬂ‘ ' T X A |
S= i g unde mtegrale quaegitum fit -
(b:)’ © 3(lx)" 3.2Ix - 8.2. 1
M1 3__
/‘x aw(lx) -% ( .m ‘ mc ""—” ma_ | ,, m‘ )n
quod integrale evaneacnt, posito x — 0, dum sit. m > 0. ;. ...b
. Corollanum i. ., .,

e - 209.-Quod si iategrali.ita sumto, ut evanescat posito x=—0,
tum ponatur x — 1, erit:

. '\if Y
i 1.2
ST 0x— m’ x“'axlmh—;,, =™ 9z (Iz)* =+ —5; et
- fx""”bz(lx)s_.«—i 2:.3 Voo ECA R IR NS B A
. b TR TR S '
Corollarium 2. LIRS

l. N L
210. Cast autem .m — 0, erit htegrale_ 2 -\

[E an* =1ant,

quod ita determinari nequxt, ut evanescat posito x == 0; oporteret

enim constantem infinitam adjici,. . Hoc . amtem mtcgmle qvanescit
posite. x —— 1.

P TP VRN

L N N S TN .J-":»‘..V‘
”
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| Exedpiam- 3

- 84 8. Formalde x"""am(lw)' mtogrnlo arsignaré. - ©
}J 1 . ”
JCW $ic st l"‘""-—"—‘-; erit - Q__-”—‘,-,;‘R by 3...*—» efe.

. - . . a ’ ‘; A ‘ )
Hinc integrale quaesitum prodit )

((lx)' a (I xy*1 4+ nn— 1) (>

Sa™ dx (lx)* = ™
.'_'“~"qp'\ S <A

m m’ 3 |
A - n n—1) (n — )(Ixﬁ"“’ )
Do.omz=do o, - o T oL oA e T +ft °)°

3

X

E3 3

N — ox —_—
Casu autem m =0, est [* (lz?fT e

o . Co"rollarinm 1.

/ . . i
= L
0

‘24 Sn m>r0 mtegra!e assngnnnm evanescit, posnto x 2=
deinceps ergo-gi: sumatar: iz = t, erk imtegrale . - o,

‘ 2 3.; e e o 0o o R
S Az (DN =

-
L

wbi signum -§- va'et, si n sit nemeres pu; infegivg vero « si n
impar. »

‘ é orallarium 2.

213. Haec ergo ambiguitas tollitur, st leco Iz scribatur
— 1Z; tum enim integratione eodem modo instituta, positogue
x =1, fiet '

f“.-—' ax (l )‘ + ,nM-x .

Scholion.

P44 Si etponens n it numerns frsctes , integrale mventum
perescriem infinitam exprimitur, veluti si sit n — — §, reperitwe .



CAPUT TV 0y

./'x""' ax_.;,.( t v e 0.
KT = ez —
¥is myle " eant amdaad )

1. 3.5
-+ etc.),

. 8 mh ()

quae &tiam, quatenus - initto x ab o aé t crescere sumitur, hoc
modo repraesentari potest:

™' ox ™ (i 1 f. 3
f 1 - t \ l 2 l 3 L 2
' }/1; }/li m 2mlx ' 4md (x)

1.3.5 ‘ o
+8m (lx) +etc) 4

St exponens n sit negativus, etsi integer, tamen integrale inventum

in iofinitum progreditur: verum hoc casu alia ratione integrationcm

amstituere licet, qua tandem reducitur ad hujusmodi formmujam f 1;2'. v

cujus integratio 'nulio modo simplicior reddi potest. Hanc ergo
xeducuonem sequenti problemate doceamus.

Problemu 20.

-

X3p
215. Integratnonem hUJuS formulae ay = 13; continuo a&
formulas simpliciores reducere. ’ ‘

Solutio.

Formula proposita ita repraesentetur dy — Xz .-—2[':—— > et

»

. / gz N .

cum sit = — erlt
z(x)* n—1) (lx)"“‘

— Xz
= x .



us C€APUT IV |

Quare si ponamps confinuo i AL

). Xz)=P9z; 0.(Pa) == Qaz. d <Qz1 Rk ete.
erit hanc reductionem continuando :

— Xz ., Pz
m— D Jz)" m— 1)@ —2)dz)*—

Qz
(n— 1) (n—-l)(n——3)(l )mec
donec tandem pervematur ad hanc mtegralem :
rVoa i

+(n—|) (r—2a).. lz? \,
ita ut quoties n fuerit numerus integer positivus, * mtégutno tandem
ad hujusmodi formulam perducatur.

y =

Cm—
L

— ad

" | . Exemplum {.

AR

.', M|m—z
* . 216, hrmulcc differentialis ay—?—(——;— mtgrak e
o . . )

vistigare. .
Hic est n— 2 et X — 2™, unde fit P — maz™, !nneipe

integrale S S
y = z*'ox __ 2™ m/x"“' ox
b et T '

x'—'l

L)

At formulae Te integrale exhiberi nequit,  nisi casu m — @,

x
quo fit [== :l”, — lix. Verum si m — 0, formulae propositae inte-

gratio ne hinc quidem pendet: fit enim absolute y — f 3 “ =
"";,+C o Goe e st oY
Exemplum 2. A
~ 247. Formulae differentialis bé/ :‘. % Wrde inve-

stigare, casibus, quibus n est mumerus. integer -positivus.



CAPUT IV. ‘uo
- Cu!ﬁ Sit X°—= 2™, erit P“"?——Q—)""mz"‘" tum wero

_‘___‘ a;:s):‘_. m xm—: R — m3 2™ s;"‘& 2™1; etc. Quare

integrale .binc ita formabitur, ut sit _
fx"“" ox —a™ m ™
YT/ S T a— e Do — 2 dar
n—DE—D@—B) @S
mr—1 ™ Jx
'+(n—1)(n—2).....1/ lz

Corollarium.

248. Pro n ergo successive numeros {, 2, 3, 4, etc. "dnb-
stntuendo, habebimus istas reductiones:

/x"‘“' 0 __ —a™ m/‘x""" ox
dz*

/x"‘—'az —_— x"‘ + m* fa™ ' Jx

ra=)? T 3(n)? T 2.4 lx 2.1 lx

/a:"‘“' oz _ — a™ max™ m® z™ m? 2™
dz)' T 3uxd T 3.2(x)°  8.2.1ix +32 iz

A - Scholion. s

i . L . . o ™ Jx
219. Hae ergo integrationes pendent a formula f e

X
quae posito 2™ —z, ob 2™ ' dx — ; Jz etlx = % Iz, reducitur

ad hanc simplicissimam formam f —® cujus mtegrale si assignari

posset, amplissimum usum in Analysi esset allaturum, verum nullis
adhuc artificiis, neque per legarithmos, neque angulos, exhiberi
potuit: quomodo autem per seriem exprimi possit, infra ostendemus

(§. 227).  Videtar ergo haec formula a" 5 Singularem speciem func-
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tiogma transcendentium Suppeditare, quae utique aecuratnorega evo-
lutionem meretur. Eadem autem quantitas transcendens im mtcgu-
tionibus formularum exponentialium frequenter occurrit, quas in hoc
eapite tractare instituimus, propterea. quod cum logarithmicis tam
arcte cohsercnt, ut alterum genus facile in alterum cenverti possit:

veluti ipsa formula modo considerata ?;, posito Iz =% z, ut sit

z——e*, et 0z—¢c*Jx, transformatuwr in hanc exponentialem

.22 - Cujus ergo imtegratio aeque est abscondita. Formulas igitur

tractabiles evolvamus et ejusmodi qundem, quae non obvia substitu.
tione ad formam algebraicam. reduci pessuat. ' Veluti si V fuerit
functio quaccunque ipsius v, sitque vy — a*, formula Vo x, ob

by /p— i— et ax — l", abit ln "“l" ’ qu& ratione 'aliabilis v e8t
y H ' d. g r l . ' :.' i ) ’ uae
. usm 1 ergo ormuias u b
‘Igebl‘l.lc u O / ( nl] ] q ppe q

posito a* — v, nihil habent difficultatis, hinc excludimus.
Problema 21.

220. Formulee' d fféerentialis a*X0Jx, denotante X functionem
Quamcuague ipsies z, imtegrale investigare. '

Solutio 1.

Cum sit 9 . a®* — a* gzla, erit vicissim fa’ax: — a*: quare

si formula proposita in hos factores resolvatur, X. a’ 6.1:, habebitur
per reductionem:

S Xdz =7 a*X — - fa* X
(uodei ulterive ponamus 9 X.—= Pg=, ut sit

S Pdx =i, a"P— ,chaxap,
prodibit huee reductio

/'a"Xc)x_“u“x-—-wa‘P—]—w),/a’aP



CAPUT 1V, 121
Si porro ponamus 31’ = QJz, habebitur haec reductie
1 1 {
x —_— e a®*X e —_ ax a*
Ja Xbx.._laa X (la),aP T ® Q— (1)3_/' 00;
sicque ulterins ponendo 0Q — RJx, dR —=89x, etc. progredi

licet, donec ad formulam vel integrabilem, vel in sue gomerc sim-
plicissimam perveniatur.

Solutio. 2.

Alie modo resolutio formulae in factores iustitui peotest; pona-
tur /Xox—P seu Xdx—0JP, et formula ita velata a*.0P,
habebitur

Sa*X0x = a*P — lafa*Pox:
simili modo si ponamus /PJx — Q, obtinebimus
Ja*X9gx=a*P—1la.a* Q+ (la)’ fa* Qox.
Ponamus porro f Qoz — R, et consequimur
Sa&Xdx=a*P—~la.a* Qe (la)*.a*R— (la)® fa*Rpzx,
hocque modo quousque lubuerit progredi licet, donec ad formulam
vel integrabilem vel in suo genere ‘simplicissimam perveniamus.

€orollarium {.

221{. Priori solutione semper uti licet, quia functidnes P, Q,
R, etc. per differentiationem functionis X eliciuntur, dum est

— 9=’ 8 x? — 3z’
Quare si X fuerit fanctio rationalis integra, tandem ad formulam
pervenietur fa*dx — ‘-'; . a*; ideoque his casibus integrale absolute
exhiberi potest.

Corollarium 2.

, 222. Altera  solutio locum nom invenit , misi formulae XJx
integrale P assignari queat; neque etiam eam continuare licet, nisi
16



132 ‘CAPUT IV.

quatenus gequentes * integrationes fPax = Q, anz"" R, ete.
1ucccdunt.’ - S . ,

1

. . Exemplum f{,

223 Pormulae ‘a*x™)x integrale deﬁnire, Jenotante n numc-
rum integrum posilivum.
Cum sit X — z", solutione prima utentes habebimus

z 8 - s___ 7 B A1 ..
Ja*z" 0z = ;. a* 2 — |- fa* P! g
hine " ponendo pro n saccessive numeros 0, f, 2, 3, etc.,, quis
primo casu integratio constat, sequentia integralia eruemus: -
1

o =—.a"
Sa* 0z la
: 1 f
X _——, 2 — e % ;
[Fzdx =pq.atz— s L ]
1 . 2. R A I .
a*2dr — —.a*2"— ——, a* Tlam
il T T aa
1 3 3.2 3.2 1
a* z3 — e G gt L g2y T
Satx ax. la =’ (a)* (la;’ax d a)t
ete. . : Nl ’
upde in genere pro quovis exponente n concludimus PN
Jfa* 2y = o fz-_nx"—_'_“_n(n——nx”""
' la - (a) (w)?
' _n(n——i)(n—-2)a"“3+etc)
) ,' (la)

ad quam expxess:onem insuper constadtem arbitrariam adjici opor-
tet, ut integrale completum obtineatur. ‘

‘Corollaritm.

224. Si integrale ita determinari debéat, ut evanescat posite
&= 0, erit o



CAPUT 1. £33

. A 1 | o ¢ ) ’\
adr- —-—. : -
f79z =o.at—0 a | o\
[} - . . ‘ ‘. "'i
- a® — a® (— — ‘
o T f Aa(‘ax j la (la))+(la)" ) )
. 2 __:é* x;,‘ 2z ' 2,1 2. ¢
Ja*z0z = (Ia) +(la)3) (la)s .
3
* .3 — ___‘_ 2,‘!: 3.2. 14
:{a~j\ax —“Na T gap s (la)3 (la)‘ )+ (la)‘
. Yoo Ty b cetOen po
Exemplum 2. . B 3

tat

o . | a* o
225. Formulae nx mtegralc mvestzgare , sz quzdem n

. te
denotet numerum integrum positivum.

Hic commode altera solutione utemur, ubl cum st X=—

z*’

« o

. - - i ’
n— 1)z 1! g

fa’.'a:p;___‘ —a® +:Ia ‘/‘a:af. 1\
¢ T (n— Da" Y n— o T

Perspicudm<igitur est, pasito n— 1 hinc nihil concludi posse; qui
. \év . . .

te

erit P — hincque resultat ista reductio

. ‘ a*ox . . .
est ipse casus supra memoratus f , singularehi spatieh trdhss"
_ ) .

< 5 x
N ! )
cendentiunr functlonum complectens' qua admidsa- mtggrahksequen-
tium casuum éxhibere poternmus; e

a* da —c a‘;.-{-la:/'a. az-...
S =e=n

‘/'(_z_"_a_z:__c_ a*t @*ldod Ql&) a* Jx

22 T .2 2.1z ' 2.1 x .9

R L a*“?é 9 af\ T '&’ﬁ(:l‘a‘)‘ B (\I:a")\a ‘ ‘a*0x
/:.;3 . C. L 370, 32 <.BIZAg . 3.3 f»/- & =

unde in genere colhgunus .-

-
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a* 9z a® a*la
= = n—-— f)a*> n— 1) (n— 2)a*
- a)’ a*(la)=*
(=)= (n -3)a*= T (n-1)(#-2) .. 8z
+ (la)— f _az'.
(ni-—‘)(n- 2)..,.. | x
Corollarium #%.
226. Admissa ergo quamtitate transcendente a* o=

formulam «* a™ gx integrare poterimus, sive cxponmens m fuerit
Bumerus integer positivus . sive negativus. IHis quidem casibus in-
tegiatio ab ista nuva quantitate transcendeste non pendet.

Corollarium 2.

227. At ot m foerit fractus numerus, newtra selatic negotiume
eonfvit, sed wtraque seriem infinitam pro imtegrali exhibet. Velut
o it mz= -, Nbebinuscxpriore :

e £.3
T = + 2r (la) i sy rpes
1.3.5
-')-m-}-etc. :Y=4C,

62 posteriore awtem;

fa"bx_c_'_ 2_:!'~4:t’1a 8z (la)®
‘.3.‘
i6z (Ia)
e )

Scholion 1.
a*Jdr

228. Hige quantitas tnmee-dens/ per scriem expri-

Wi potest sccundum potestates ipsins x Progrcdicntem- Cum caim
L
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’ g
e =1+ zlat (Ia)+z"‘(la)

—4- etc. eni¢
1.2.3 |
“fa®da 2 (o)’ z*(a)?
f z =Clz - +1.2.2+Lm3.3
x (Ia)“
+i 2.3. 4. 4+ ete.

Ac si pro a sumamus numerum, cujus rogamhmns hyperbolicus
est unitas, quem numerum littexa e indicemus, habebimus.

e*ox Cotwr ® t 2 1 28 t + ote
~—— —C+lIx —— -, —+- . ete.
x Y2 2 3128 ' 12.3.4

Atque hinc etiam ponendo. ¢* —— 2z, ut sit x — !z, formulam supra
memoratam ?: per seriem integrare peoterimus, eritque

oz _ Iz d2 (2  da)t '
f — —=C+lz+ -;—-*‘ 1. 2"”‘ 1.2,3.-’-!‘ 1.2.3.4 +.etc.;

quod integrale si debeat evanescere, sumto z = 0, constans C fit
infinita , unde pro reliquis gasibus nihil concludi potest. Idem ime
eommodum locam habet, si evanescens reddamms casu z-—— f, quis
iz — (0 fit infinitum. Caeterum patet, si integrale sit resle, pro
valoribus ipsius z unitate minoribus, ubi /z est negativus, tum pro-
valoribus unitate mejoribus fieri imaginarium, et vieissim. Hinc ergo
matwa hujus functionis tramscendentis parum cognescitur.

Scholion 2

229. Quando vel integratio mon succedit, vel series ante ims
ventae minus idoneae videntur, hinc quantitatem a* in seriem resole
vendo, statim sime aliis subsidiis formulse a* X9z integrale per
seriem exhiberi potest, erit enim

sa X3z = rX0r 4+ 2 Rade + I rxatia

(1 a)3 '

SXz? 9z - cte.

o+ 1237
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Ita si sit X — 2", hbebftnr R

N . aedm - - ‘u-'l*" o ,‘t""‘"'t-l!d' R % 2}‘&)’
f? ¥ px n-ri\ 1n+2) ' 1.8 3)
, . - e "+4"(7 ay A .
. e o - e ) tc. -
. +123gn+4)+ec
ubi notandum, s8i n fuernt numcms :integer negatwus, puta n._--i,
i aphi , . , .
Yoco — — scribi dcbere Ix. . .
n--i : ' : '
_ Exemplum ‘.

o 280, Formulae

ax ' . . 5 T T
integrale per seriem infinitdm expri-
-z o s

mere. |
" r,l?er"ﬁrlérem solutionem obtinemus, ob _
l"' ’ax‘ 1' ' éP '12 20 " 1.5.3
ﬁmcquq eequentelﬂ senem. o .

(/) at z( i i 1.2 1.2.3  _ ete
fl —a M—azyla (1-z)day  (-z)@a)y (l—x)day c.),
Mide #érids repermntur, si vel ‘a*, vel fractno ﬁ in sefiem evol-

vatur. Commodh ssima autem videtur, quae ‘seriem ﬁngendo erultur'
brevitatis gratia pro @ sumamus numerum~e, ut /e—1, ac statua-

eox . -

W ayr.—a -geu Y
{—zx : - ¢
2 PP TR . AT
—_—— e s—ttc. ==0.
"a"‘ T 1.2 123 1.2.3:4 . o

Jam *pio’ g. ﬁngatur hapc seues

! , .
y—= f — —}\+Bx+Cx +‘D.1:3+Ex‘+Fzs+ etc.

critque facta subsufuﬁone

\



dapT1? W 19%

B+z.gx+3nx°+izx"+§§x'+m s
I B +-2C° -—-31)._-4 E_o.

' .,,_'—1—'-_.1 =3 ~~—g

;‘;‘j’. | ; %' .
unde e]:quntur istae d;te;mlnauonks. A
S Bt — | BSiU A4 4p
VC=R A F;§(1+1+i+é+q)
: =i FELEp ] . ete”

Pnoblema 22

e

231. Formulae difierentialis 3y__..z"" 3).1: mtegra!c mvestl'
‘gare, ac per scriem infinitam ; exprimere..

Solutios =’ . - . .. .1
Commodius hoc praestari ncquxt quant ut formula exponential
lis z"* in seriem ipfinitam convertatur, quae est

2’ (lx)? Wdir)? ok 4(11:)‘
1 nzl — PPy ——
-+ x+12+125+12$4+mp
qua per gr multlphcata, et’ smguhs termxms mtcgntxs, em.

fax—x, T N ) .
. 1 . ‘ »
* fxaxlx;x“?('g__;); . N .

_ () il T

Sxox(x)= s 3- 33) _
3 3— 4 (x)? 3(1r) 2Ir_’_8 04 :
S oz (x) = (. r S AL A,k )

VoL \
e s élxz‘:_ui(lx)’ 230 _4 3. 9/.1: 4.3, X
f.l‘ ax(lm -ix;. ;('f;__-. &7 -..:H._ ¥ RACa— rﬁj) & c-‘_is
o A9 ctcl ot .
Quare si hac sertes subémuamur, ‘et tecundnm po;es@te.np s, Iz
disponantur , . integyale . quaesitum exprimictur per Lias i ume.ibles

series infinitas: ) . .

).

‘ ,
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n'z*  nixt + nisb
83 44 8%
n’z* 323  n'zt

. |
oGt )

n*z3lx) 4 nr n'z® n32%  alzt

[ Y= /[x"x = +-x (1 — g;—}- ~— ete.)

. A Gt )
E ' n3zA(ix)’ { nx n'2® n’z® nizt )
+tos Gt~ t —etc.)

ete.
quod integrale ita est sumtum, ut evanescat, posito z —0.

.

Corollariuam,

" 232. Hac ergo lege instituta integratione, si ponatur = ==,
valor integralis /2™ @z huic seriei aequatur
n n* nd at as
I—mp T atp Tt
quae ob concinnitatem terminorum omnino est notatu digna.

i ) Scholion. ,
283. Eodem modo reperitur integrale hujus formulaeg

. 2.8 2 3,3 3
g —=/2"*2™)x = fz™)x (1 +-nxir-+4- nedm) | mwdn

- -— ete-
1.2 1.2.3 + )
erit enim singulis terminis integrandis:
L i nt
™ odx — H
S="9 ‘m+ 1’

Az 1
[z 9z (z) = an i (m+ 2 (m+2)°);

SN (Iz)* 21z . 2.1
H', 2 ﬂ"" — %
S oz (n)== (m+3 (m—+ 3)’+(m+ 3)3)’
T , (x)3 3(x)? 3.2lx 3.2.t
-8 e S ——
-.-./"' .: ox ()= 2™t (m-o--@ (m+ 4)_’+ (n+-4)3 (m+ 4)‘);
° ctc,




- CAPUT IV. ' 98 -

Quod si ergo integrale ita determinetur, ut evanescat posito x—0,
tum vero statuatur z == 4, pro hoc casu valor formulae integralis
SxT= 2™ dx exprunetur lwc sevie. satig meu\orablh'

{ un " nd nt

s+

m-+ 4 (m+2) (m+3)3 - (m+4)t + (m+5)5

quac uti manifestum est, locum babere nequit, quoties m. est an-.
merus integer negativus.

Alia exempla formularum expomentialium unon adjungo, quia
plerumque integralia nimis inconcinne exprimuntur, methodus autem
eas tractandi hic sufficienter est exposita. Interim tamen singularem
attentionem merentur formulae integrationem absolute admittentes ,
quae in hac forma continentur €* (9P 4 Pox) cujus integrale
manifesto est ¢ P. Hujusmodi autem casibus difficile est regulas
wradere intcgrale inveniendi, et conjecturae plerumque plurimum est

' eExox
trvibuendum. Veluti si proponeretur haec formula -(—i—-x—-‘-z—;;, facile
+

‘etc.

est suspicari integrale, si datur, talem formam esse habiturum
ez ) ) ., €0z -4 2) 4=~22d7]
rpes Hujus ergo differentiale a2y
eomparatum dat 9z (4 ~~ %)~ 292 == xdx , .ubi statim patet
esse 2 — 1, quod nisi per se pateret, ex regulis difficulter cogno-
sceretur. Quare transeo ad alterum genus formularum transcenden-
tium jam in Analysin receptarum, quae vel angulos vel sinus, tan-
gentesve angulorum complectuntur: .

cum illo

17



CAPUT V. "

o ' DE * M N
INTEGRATIONE FORMULARUM' ANGULOS SINUSVE

e, . ANGULORUM. ]MPLICANTIUM.' :

L]

Problema 23. -
234. '

Proposlta formula- differentiali Xa:z: Ang. sin. 2, ejus integrale ins
vestigare.

Solutios
Cum- sit g . Ang: sin. z — '7(73_5-&—), f.'orm“la..' proposita- ita in

factores diseerpatur:' Angsin. zxX oz, Si jam Xz integrationem
patiatur, sitque /XJx=——P, erit nostrum integrale /° XarAng sin.z=
P Ang. snp xr—f '7—(’?3—:——5, itaque opus reductum- est ad mtegrauo-
nem formulae algebraicae, pro- qua supra praecepta sunt tradita.

Caeterum si fuerit X ::‘,(l ) manifestum est mtegrale fore

;/( a_x,,) Ang. sin. x ——  (Ang. sin. z)%; quo solo casu quadratum

anguli in integrale ingreditur.
Exemplum {.

235. Hanc formulam dy = z" dx Ang. sin. = integrare. .
xn+l

Cum sit P— /2" dx — habebimus

n—+

oz Ane. sin -1 f "+ Jx
y—n+‘ g - sn.x nr1J }/(t——xx).
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Hinc pro -wvariis valoribus .:ipsius #- erunt integralia ope §. 120.
eruta, ut sequentur o
: _/'axAng sin. x__.rAng sin. x—|-=1/(i——xx) — 13
/'xbx Ang, sin. z — j x , Ang. sin. x+1x]/(i —zx)
' é-—'Ang%mx,_,: ,.:‘11 v
VR L Ang.isin. z == 4 z® Ang. sin. & - -
‘ x(—w-}—a);/(anxx)——, 3
Sz 0z Ang. sin. x"—lx Ang. sin. x -~ '
(i 2 + )V(i—xx)—l '5Ang s‘n x;

.quae ita sunt sumta, ut evanescant poslto x

AL

(Y2

N
ExemPlum ‘20

x0x

236 JEIanc formulam 1y =— S C=FT) Ang. fsh; Y. .in_t?grarc.
C x0.x = — o .
um sit fV(l—x.:) = ]/(i — xx) P, .erit integrale
quaesitum y — C — V (1 —_ xx). Ang sin.z [ 2—}-’5{1(_—:‘:)’), sicque
ixa"befiitur 2 o : ‘

y_jy(fi’;») Ang, sin. .z=C -—}/(i-—xx)Ang smx+m.

Exemplum 3.

- T s s E v . N | IR ) s

., — 3%7. Hanc fonmulamA,a.ya-f;—-*i—'—‘-‘-hs;.Apg.sin.x .integrares
4 — xa;'\)! . 3

Hic ‘e‘st\ P: - Bx"w L2 % 5 unde ﬁ.t a
4 ’/(hi—x x) . C el

..'(. e (1 _‘f_:r‘) ,.L; ¢q‘ b “:,c- : v
AR | y)%-‘:_rr:*—_; AHS qu %'f—'f]*_—&u‘cu Ve 0 o 2 |
- ';ax'u wi LW . T R NELERa :
y— f — o Apg. sin. qvmmﬁngam- ZA LY (A mZ2H
(1-—xa:) R RPERY '
quod imegrale: -e*auobit-pm @ETE Qut. MR & (e e e Eely



8132 CAPUT V.

Scholion.

238. Simili modo integratur formuln 0y — X0z Ang. cos. 7.
Cum enim sit 9. Ang. cos. x"??_x—)’ si ponamus /X dx =P,

erit y=—P Ang.cos =z -+ [ v (l: _3_’;5) Quin etiam si proponatur
formula 0y — X 9xAng.tang. z, quia est J.Ang. tang. x = _‘_-_:_:;’

posito /' XJdx — P, erit hoc integrale:

y — /X 0z Ang. tang. x — P Ang. tang. x-—f.p—_’_ax%.
‘Quoties ergo /X oz algebraice dari potest, toties integratio reduci-
tur ad formulam algebraicam, sicque negotium confectum est haben-
dum. Cum igitur in his formulis angulus, cujus sinus, cosinus, vel
tangens erat —— x, inesset, consideremus etiam ejusmodi formulas,
in quas quadratum hujus anguli, altiorve potestas imgreditur,

Problema 24.

239. Denotet O angulum, cujus sinus tangensve est famctio
gquaedam ipsius x , unde fiat 90 — ugx, propositaque sit hacc
formula dy = X0z . P* quam integrare oporteat.

Solutio.

Sit /XJdx — P, ut habeamus gy — " P, eritque integran-
do y.._(p"P--an)"— Pudax. Jam simili modo sit S/Pugx=Q,
erit

SO Pudr =P+ Q — (v — 1) S P Quaz.
tum posito fQugxr =— R, erit

SO Quar =P R — (n— 2) yO 3 Rud=.
Hocque modo potestas gnguli (O contimao deprimitur, denec tandem
ad formulam ab angulo D liberam perveniatur: id quod semper eveniet,
duminodo n sit numerus integer positivus, et "haec integralia con-
tinuo sumere liceat /Xdz — P, fPudx = Q, fQudzx —R, etc.
quae integrationes, si non sucgedant, frasira integratio suscipitur,
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Exemplum.

240. Sit Q anguls eujus sinus =, wt it I = 2%,
integrare formulam 0y = @~ 9.
Erit ergo X — {; P—x;

Po )
-—-fv( -—ix) =—V { —za); R=[,~°2 (?—:ﬂ"
S:f},(l__")_;/(i —zz); T==z etc.

quibus valoribus inventis reperietur: :
_.fCD'ax =Qz4+nC YU —2zz) —nn— )Pz
—nmn—1)@—2)P3 | (§ — xx) 4 ectc.
Pro variis ergo valoribus exponentis n habebimus:

’ j ox=QPxr4+y (4 — zx) — {;
fCD’Ba:: P'z4-20y(t —zz)=—2.12;
[T20. =P’z+-3Q’ Y (1—zx) —3.2Qz —3.2.1)/(1 —x2)4-6;
etc.
integralibus ita determinatis, ut evanescant posito x = 0.

Scholion.

241 Si sit X0z —udx=0Q, formulac "] integrale
est - _,_. ¢>t+'; similique modo, si fuerit () functio quaecunque
anguli @, formulae Quoxr—_Q oY integratio nihil habet difficulta-
tis. Multo latius patent formulae sinus, cosinusve angulorum et
tangentes implicantes, quaruin integratio per inversam Analysin same
plissimum habet usum; cum praecipue Theoria Astronomiae ad hujus-
modi formulas sit reducta. Prima autem fundamepta peti debent
ex calculo differentiali, unde cum sit:

0.8in.nP—n3dPcos.nP; 9.cos.nP —=—noPsin.nP;

—nd

o.tang. nQd — — u%‘; 9.cot.nd = m%,
1 - —n0 Qcos. 1 ___ndQsin.n® .
a‘siu.n@" nsiu?n%’_ﬂ a'cos.n@“‘ cﬁ.ncp' ?
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nanciscimur has integrationes elementares:

Y SOPeos.nP—=rsin.nd; /0 (Dsihm(!)‘-— — Zcos.n®; -

cosa?¢’ —_tang nq\ fsm sin. n 3 "‘"-—COt "'QD '
0P cos. u(p_ ] 0dsin.nd __. 1 :
-/ sin.n@* ——nsin.nq)’f cos.n P2 “""ncos n@’

.unde statim ‘hujusmodi formularum differentialium integratio
0P (A—-+4-Becos.P~-Ccos. 2 P~4-Dcos. 3 P—+-Ecos. 4<D+etc)
.consequitur, cum integrale manifesto sit

AQ - Bsin. Q4§ Csin. 241 Dsin. 3¢+lEsnn. 4P +etc.

Deinde etiam in .subsidium vocari .convenit, quae in elementis de
angulorum compgsitione traduntur: scilicet - , .
sin. a.sin. 3=—}cos.(¢ — ) — jcos. (a3
Cos. a. cos. 3 ——}1cos. (z——ﬁ)—{—,cqs @+32); .
sin. . cos. p :;snn. (a. +P3)+§sin. (2 -—ﬁ)—'gsm (a—-‘—p)

O e - ¢ —3isin. (3 —a);

unde producta plurium sinuum et cosinuum in snmphces sinus co-
sinusve resélvantur, . - . .

Problema 25.
242. Formulae 9@ sin. Q" integrale investigare.
Solutio. |

- Repraesentetur in hos factores resoluta sin. . an sin. @,‘
et quia /oD sin. = — cos. P, erit

SoPsin. P*=—sin. " cos. —4-(n — 1) /I Psin. (D"""’c.os.(])"
Hinc ob cos. " — 1 — sin. {°, habebitur

SO @ sin. P —= — sin. P"* cos. P (nr—1) /O sin. (DH
—_(n — 1)/3(1) sin. On:

ubi cum postrema formula ipsi propositae sit similis, hine colhgmu-

ista reductio
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fof sir‘i'.: Pr=— L sin. " cos. P -|— =T3P sin. O,
qua integratio ad hanc. formulam simpliciorem- 9 { sin. P*—* revo-
catur. Cum’ igitur casus simplissimi constent,
fc)(D sin. Q° = et fa(l)snn.CD_—cos.QD,’
Hinc via~ad'-continto majeres exponentés n paratur:-
S3Psn P =0
SOPsin. O — = cos. O .
SOOsin. Q' =—jsin. P cos. P4+1P - \ .
SOP sin. P = — 1sin. P cos. P — 2cos. P ]
SOQ sin. Pt = — 1'sin. Pics.  — 92 sin. O cos. O + x_.s
SOP sin. O* ="— tsin. Picos. P — 3% sin. Peos. P —;-— cos. ¢
SoP sin. P8 ="— g sin. C5cos. (D — s sin C[)3cos. [

 sin. @ cos. P + :::

IRININ]

RS
“a

éte.
Corollarium f{.

243. Quoties n est numerus impar, integrale per-solum.sinum
et cosinumi exhibetar, at’si n ‘est numerus par, integrale insuper-
ipsum’ augulum involvit,, ideoque cst functio transcendens.

Corollarium 2!
214. Casibus ergo quibus n’ est numerus impar, id imprimis
notari convenit; etiamsi angulus seu arcus (D in infinitum crescat, ins

tegrale tamen nunquam ultra certum limitem excrescere posse, cum‘
tamen si’'n’ it numerus par, ‘etiam -in infinitum - exerescat.

‘Scholions

" 245. Simili modo formula 34" cos: @ tractatur, quae¢ in hoss
factores resoluta cos. $** . 0Qd cos. ¢, praebet;:
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Sa® cos.Pr="-ros: " sin. 4~ tn — 1) /I P con.O**sin. D"
=cos. P51 P (n—1)/0Pc0os.P*—* — (n—1)/dPcos. P
unde tum postrema formula propositae sit similis, colligitur ‘
JIP cos. P* == 2 sin. P cos. P+ = /9P cos. o
Quare cum casibus n=—0, et n=—1 integratio sit in promptu, ad

altiores potestates patet progressio;

JOP cos. P° = P
SO cos.  —sin. P .
SoP cos. O* = gsin. Pcos. § 43O
SOP cos. P* =} sin. P cos. * - sin. P
SOP cos. P*—1sin. P cos. P? - f}sin. O coe. ¢+:—3;4)
SIP cos. O3 —§ sin.  cos. * +%§sin. @ cos. O*+ 3% sin. P
739 cos. Pé = j sin. O cos. P* +i’% sin.  cos. O3
| +—5.—:sin.(p¢os.<b+i%:%q)
etc. :

Problema 26.
246. Formulae 9 sin. ™ cos. * integrale invenire.

Solutios

Quo hoc facilius praestetur, consideremass factum sinQ*cos.(,
quod differentiatum fit uoQ sin. P*—* cos. P+ — v P sin. Pr-t
eos. $**. Jam prout vel in parte priori cos. P*— 1 — sin. {*,
vel in posteriori sin §° — 1 — cos. Q° statuitur, oritur

vel 2. sin. O cos. QY = o sin. P cos. Hr—*

— (=4 9O sin. Pr+ cos. O,
vel 9. sin. P+ cos. P — — y P sin. P+ cos. P—*

4= (& 4= ») P sin. Q** cos. P+,

Hine igitur duplicem reductionem adipiscimur:

-
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b A qu> sin. Pr-+: cos. CD“" == = sin. QO eos. @
- o ~+ & +v JoQ sin. cos.b""

II. /o sin. P+ cos, P+ — g . sin. 4)"' cos. ¢' _
+ s /o P sin. P cos. P

Quare formula proposita /9Q sin. cpm cos. O* successive continuo
ad simpliciores potestates tam ipsius sin. @ quam ipsius cos. 4)
reducitur, donec. alter vel penitus abeat, vel simpliciter adsit, quo
casu integratio per se patet, cum sit -

SOP sin. @™ cos. d — - - sin. P+ et
Jr o) gm. ® cos. (D":: H_‘cos T

Exemplum.
247. Formulae 0@ sin. O cos. @’ ,int,egra.le._,i,n_vg.zzite. _ .
Per priorem reductionem ob m—17 et v =3, impetranm

/3Psin. ? cos. T =— % sin. @7 cos. 4 Z jb(pun Q)‘cos.(p"

istam per posteriorem reductlonem tractemus: ta

/3P sin. Db cos. Pr=21 2 sin. 7 cos. PS4 2 f8¢sm (D‘cos (D‘
hoc modo ulterius progrediamur: ‘
SO sin. PF cos. PF = —Lsin. P* cos. PF 2 S a¢ sin. Pleos. PF
SoPsin. Pcos. S = jsin. P® cos. P+ §/00 sin. Pleos. P*°
SAP sin. P* cos. PP == — } sin. ° cos. P4 + 3 /D sin. Peos. P*
SO sin. P cos. P3 = jsin. P? cos. P? + 3_/3([) sin. PPcos. -
SoPsin. P?cos.  — — jsin. O cos. P? -} fa¢cos.¢(+lsm (D)

Ex his colligitur formulae propositae mtegrale
18

-
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Jod sinr D® cos. P : ‘
= — L sin.Qcos. P4 12 - sin. ¢"cos (D‘ TS $sin Cb’cos ¢°

1. 7. 65 5 l 7. 8.5
+ $a3.a1g 811!. ¢ cos. ¢ l;. 13.11 9.: sin. ¢3 cos. ¢‘
. 7. 6543 . 3 2 1. 7. 6.5.4.5.2
+ 18.13.11.9.79.5 s, ¢ cos. ¢ 15.13.11.9.7.53 sin. ¢ Cos. ¢.
4 1. 7. 8.5.4.3.3 . q)
16.. 13.11.9.7.5.3 ¢

SChUliono

248. Quando autem lm_]nsmodx casus occurunt, semper praestat
productum sin. O™ cos. P* in sinus vel cosirus angulorum multiplo-
rum resolvere, guo facto singulae partes facillime integramtur. Cae-
terum hic brevitats gratia angulum simpliciter littera { indicavi,
nihiloque res foret generalior, si per a® —- 3 exprimeretur, quemad-
modum etiam ante haec expressio Ang.sin.x aeque late patet, ac
si loco x functio quaecunque scriberetur. Contemplemur ergo
ejusmodi formulas, in quibus sinus cosinusve denommatorem occupant,
ubi qmdem simplicissimae sunt

"L 2% m 2% m. 228, 1y, 20:e,
quarum  integralia imprimis nosse oportet. Pro prima adhibeantur
hae transformationes

2 =25 = 2= 20 gl 0 =)
unde fit

l+ —
fmq;-"" ===
Pro secunda

.?¢ —32 3:;3 — 0 & =255 osito sin. ) =2)

f '+’ — s ®

m¢— n—-s'—" 1—sin. @’

Tertiae et quartae integratio manifesto logarithmis confisitur: quare
haec integralis probe notasse juvabit

t4=cos.d

1—cos.Q"’

ergo
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L= ;z'+°:'§-—-z""-——::‘22§°i—mugw.
L 28 = kil — r:i:$¢—ltms Ui O

Il fm%ﬁ—lum¢_fm‘ ==/o® cot.
i \ A f"’i;";ﬂz-—zcos 43._/a<p tang q> o
hincque sequitur HI < IV, . S
fm‘a%? —-1-’1%-1 tang. 4> o
- Problema 27. T
.- 1aY ( a7 SR IR G I
a¢sm 43"‘

¢5‘ cos. (ﬁ"

co&"¢n PR '.m ¢‘
stigare.

T e A S SR L P B
Soluuo.

" “Primo 's¥atim  pérépicitur, ; alteram’ formulath In alteram trans-
mutari, posito $ — 90° — Y, qum tum £t 8in, ) —cos. Y, et
€ds. B—"sin. \p , - dummodo’ nétetor’- fore- FPrz== ~—IY. Quare
sufficit, pnor;m tantum tractgsse. .Reduotio autem .prior, 4. 346,
Jah, sunito p.-]— Il—mety—i——n, pucbct Ny praTai

249. Formularum tegraha inve-

o sin. P {1 sin. Q™ + BCD sin. O™
cos. P* ¢ mpen:cos.P im—n cos. *

qno pacto in numeratore exponens 1psnus sin, ¢ contlnuo bmarlo

I R R LY VY S 1A

0
depnmntur s na ut tandem pervematur vel lﬂ QJ — vel ad
st whdergeia mosds o - - o8, )l

acp sin. { ‘
: ideoque wla formula /
j cos CD" (m--rt) cos. @5—’* b ¢-‘
tractanda supersit. Altera autem reductlo lbldem tradnfa (216.)

sumto w— 1 == m et V—i""—n, dlt'ua L .
0P sin. P 1 ‘ gfh, @""*" ¢ o ' w sin. O™
008.¢'—_-’ m—n—+2 cosw m, m-—’f;hz t cos.q)" ‘

. . ' ‘f' "
unde colligitur ‘ Coes 5T L 0
*
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+<% a,,,ﬂ;:holicm. L -_--".?'"1
2568. Pro reli s casibus duaommatom umm ng‘otmm con-
ficietur his reductio gLz, i} PR

e \f A

0P sin. O® __ sin. Pt -
f cos. P* = cos. — m/0Q sin. §

P sin. O~ S e ;"—f/a(bsin o=

3 —

@ ERTC N -cas
"\l\l & 3‘!‘0\‘:_ ?P. - B Y S R
fa sin. P™ sm.(b"'*' & M—2 ad)sm%

—4 c:os.a)3 - o co&.ﬁ_
(p"" m-—n3 £ 3P sin. O™

o . >
. r Co8. ¢ -\;‘3 %" CO8. @3
. ,::’ . .‘m (a:(;. an -_":s E:—:';"’f.' . o E{
. s ‘ G
Excmplam.: s.-m;,;;;{. St
‘L. .09

- s yh.

254. Fonnula@———?bm! mm.....- .

Altera reductio Q‘\m—r—o &t . - {m N ""_
20 %1 i  ntir 3¢
co. Q)‘—Q‘nm-u‘-d‘ Q?—-:'-g—- i MTH'
quia jam W simplicissimi

555 O P I eid s ;sb)

sunt cogn eonpe&ueftes mnes ;-evocablmmr

éq).:(::\ *"q“?““"" %“ Ry = "..’ff:*f't
Qoawcpmaf 'Tct msg__t' ,msd@u \ -\
IW at & cos.(ps_b&coa(p
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oip.

1.3 sin.Q

fcos 0% s =1 cos.@-'-
0 Sin. (p

* coE.(D’

1.8 4
+ ‘2. &fcos% -

cos. P8 ™ =4 003.435

_etc- .

ain, @ 2.4 pin. D
cos.ﬂ)’ +3.5 m

(4]

Corollarium 4.

‘1

255. Simili modo habebunus has mtegratlones'

sin. O

faq: l%?‘q)—a"l"if%

sin.d T

. o0 2 _ cos.d
sint — - sin. D3
Yo cos.D

.7\ d
(XY

f a¢ -—-Itang.g'(p; f;;l—@,_—-

1,3 cos.p

f:mxd)‘"_"m{"sin(l)‘i

K thc

Coxollarlum 3.

2566. Deinde est

LT

2.4 " sin. 4)‘+2'4fsm P

o -

ab-

a(psmCD RRDRE B wo \
cgs. " __n-—i U8, (D"’_'
aPcos . i
sin.* T n— 1 “sin. QP27 ¢ N R ¢ )
Porro -
o sin. CD’ ' / -
“cos. O T J cos. Q)" cos. 5"—"

Pcos. P - r 20
sin. * T

sin. P* - J:

il; 3. RN ’
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3@8&1‘ ¢3 O LoQ sin. P £3® sin. ¢’

cos. " _T cos.
3¢cos, ¢ __ oPcos. (D b@coo o)
T an® —J e O (D""'"

quibus reductionibus continuo ulterius progredi licet.
'i’roblema ‘ 28.:

2P . N
2567. Formulae ain. B* cos. " integrale investigare.

Solutio.

Reductiones supra adhibitas huc accommodare licet, sumendo
in praecedente problanate m negative: ita exit -

1 , 1

f sin, (D"‘coo o =+ mt-n’ sin. %& ‘cos, P~
m |
+ m -:: nfsin. o=+ cos. P’
unde loco m scribendo m — 2, per conversionem fit

Yo 1 e
sin. O™ cos. 4)" T m— 1 sin. O™ cos. P
m—t-n—2 o .

+ m—1 sin. ™= gos. P*
Altera huic similis est . ‘ S
1 |

f ";5' cus. @' n—1 ;sin. Q™" cos. P>
+m+u-—-2/‘ o

n—{ sin.™ cos. P*—*

Cum jam in hoc 4generc formae simplicissimae sint:
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s =1 tang. } j,.," =1 tang. (45°+ ;O
gt =ttang. s 2% 56’ ot 28 =tang. §;
hinc magis compositas elicienus:

fsin.cgis. q>°—cos¢ fsm q>’

[ éqios. D m1 o) f cos.

l& q? i):s o é°cosf¢)3+[ sin.'cg is. o
la q?ffos = 5'&%@ +/ (g’q:.os. <p
’sm.gis.qu g"c’os_.icF""fsin q?f:s L
[ &Gios. (D::—%'s_in—.%)—g +/a 43«420. ok
It = Vo aes
o=t et/ 's?—q??%:qs;
ey q? CcDos & cos.lq}—‘_‘-f o cpa 23 otk
ey (Dﬁzos . ° sm.iq)I +/ qfffos. q);
e = s—a e
J& q?f'ios s=—tmatm q?sq:o..qf

ctc

19
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F.{0) 1 £
S/

—

sin. (D’(;;s P* 7 sin. (D.cos.¢ '/ sin. CD’ sin (Dcos.@ f cos. (D’
fm(%zc:s(b —. : sm@_cos(p:"—‘_gfsm(b os.cp
/ sin.q,‘coa.q—si: —s3 W + ’f sin. ¢‘cos "

- Sicque formulae quantumvis. compositae ad simpliciores, quarum
integratio. est in promtu, reducuntur.

Corollarivm ¢f.

258. Ambo exponentes ipsius sin. et cos. ¢ simul binarie-
minui. possunt: erit enim -per priorem reductionem.

f o - L r

[ s P cos. Qr T p — 1 “sin. Q" cos. Qr*
My —2 [ od

+ p— 1 sins Q** cos.

nunc: haec- formula: per pesteriorems ob. m_.p. — 2 et n=y dat

/’ [, JO) . r ¢
" sim PP cos, q,""'"y — 1. "sin. QF—>cos: Cbcg'"
gtv—4 P -
=+ f oin. O —

2 cos. P>

unde' concluditnr-

/-‘ oD _ t t
/ sin.. g.*cos. QT p. — 1 " sin. Q¥ cos.. Ep"_"
Pty —2 i
+(p- — 1w —1) " sin. Q¥ cos.. CD"""

(L—~+v—2)(r+ y—4)f
. (r—1)y—1) sin. P

C‘orpl’l'ari um 2.

' COS8.. (D""‘

259. Prioribue membris ad: communenmr denominatorem» redue~
s, obtiacbitur- :

-“
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f 9 — p—sin. P — (v — 1) cos. O*
sin. C¥cos. @' T (u— 1) W — 1) sin. ¢#* cos, P
@ +y—2)(+v—4) £10)
+ 1 M—12 \onan
C (m— 1 — 1) sin. Q*—2 cos. P
«qua reductione semper ad calculum contrahendum uti licet, nisi vel
=1 vel y= 1.

Scholion.

L)

260. Hujusmodi fox'mulac"s,m oo O etiam hoc mode

mmaxime obvio ad simpliciores reduci possunt; dum numerator per
sin. Q* +4= cos. P* — 1 multiplicatur, unde fit

f L) _ P + f 20 |
sin. Q™ cos. * — J sin. Q™ cos. P* sin. O™ cos. Pr—»
<quae -eousque -continuari potest, donec in denominatore unica tamtws
Potestas :relimjuatur. Ita erit

. 0 P sin. OQucos. P __ yein. Q

fsu @ cos. P _f 25‘ ¢+I sin. @ I‘ ®
0P ; —sin. cos

jsm ° cos. @‘ —J sin. ¢'+fcos o —co: P 3n @

oP

Quodsi proposita sit haec formula f sin. O cos. O in subsidium

vocari potest, esse sin. O cos. O — }sin. 2, unde habetur
/ 290 =2 / Ju osito w = 2¢Q uae formula er
sin.2@* J s P - 4 P

superiora Ppraecepta resolvitur. His igitur admimiculis -observatis
circa formulam 9Q sin. O™ cos. P®, si quidem m et n fuerint nu--
meri integri sive positivi sive negativi, nihil amplius desideratur:
sin autem fuerint mumeri fracti, nihil admodum praecipiendum
-oceurrit, quandoquidem casus, quibus integratio succedit, quasi sponte
se produnt. ‘Quemadmodum wutem integralia, quae exhiberi nequeurt,

per ‘series exprimi «conveniat, in -capitc sequente accuratiug cxpona-
: -
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mus. Nunc vero formulas fractas consideremus, quarum demominator
est a4 b cos. P ejusque potestas, tales cmim formulse in Theoria
Astronomiac frequentissime occurrumt.

Problema 29.

261. Forme'ae differentialis ':f“ 3 integrale investigare.

Solutio.

Haec investigatio commodios institui nequit, quam ut formula
t—xx
propesita ad formam ordmanam reducatur, ponendo cos —== xx

ut l'atlonahtcr ﬁat 8"]. ¢ p— .+‘:, hmcque a¢co'.¢_g§£_$_;?)’
H ) —b
sicque o — Thax- Quia igitar a4+ bcos. O — .‘_i‘%_"_’ ,
0=

erit formula nostra - _:6?” P — TP T(a—p==> 9quac prout fuerit
@>b vet a<b, vel angulum vel logarithmum praebet.

Casu a > b reperiwr
Py . (s —B)x
T b d — v'(a——“'.:—u) Arc. tang. Y(sa— bb)
casu a < b vero ost
f Lo 1 Y(35—aa)4x(b—a)
8+4bcos. P " yisb—aaq) ¥ (bb—sa)—x(2—0)"
Nunc vero est
==y (D0 =g = 505
qus restitutionc f: u.ta, cum sit
—-b)x axV (aa—1B)
a— &) — Ang¢t:t;g -fb-g)—- (e—&x=
—_— 2 sin aa—
= Ang. tang. (a-téb‘)/((u-i-cos q? (@—25)(1—cos.])
sin ga—Db
— Ang tang. acos.p—4-b °

Quocirca pro casu @ > b adipiscimur:

20 x

3 Ang. tang. (

__9¢ sin.@V (aa—bb
f‘+bc“¢_7———b—sAng tang. == o — 22 seu
f Ang. sin. sin. @V (aa—5p) .

¢+5cos$"—'/(¢a—bb) g a4 bcos.p 2 sive
j L") A c acos. 45 :
c+bcn.°—7z¢¢—-m g. cos. Gg-bcos. Q°
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Pro casu autem a < 4: : '
- f o0 ' Y (b+-a) (1 +cos.P)+V (B—a) (1—co5.0) ,
e+bcos.p =7 (65 —aa) " V(b+ae) (1+cos.0)—V (5—a) (1 — cos. D)

scu ]

j' 20 — 1 7 acos. ¢+ b4 sin. P. '/(bb—u
a+bcos.® — YV (bb—aa) - a-bces.P

At casu b — g, integrale est — I —Z tang, } {, unde fit

a@___ — 1 — sin.®
fn +cos.Pp — tang. 3 (D — 1+4-cos. P?
quae intcgralia evanescunt fucto  —o.

Corollariaom {.

O0Psin.@ _ —3. cos. P
adbcos.® ~ a4bcos.Q

262. Formulae autem integrale est

2 a + b . . — . 0
3! e 5 ita sumtum, ut evanescat posito @ — o; sicque habe-
bimus:
a¢sm —_— l a+¥b
a—-i?-bco; a+4bcos. Q"

Corollarinm 2.

odcos.d s 0 LX) '
263. Formula autem ;—"5-~ 0 transformatur in i b—J—“ oc0s.3) °

unde integrale per solutionem problemaUs exhiberi potest.

9 @ cos.
fr—i-b_c.u%p_b b/ +bcos [

Scholion {.

od

26 4. Integratione hac inventa, etiam hujus formulae — (a+bcos $)'

integrale inveniri potest, existente n numero integro; quod fingendo
jntegralis forma commodissime praestari videtur: ponatur
29 — _Asin® 290 .
f(a+bcos.<p')’ = e—+bcos. ] + mfa+bcl:.¢’
ac reperitur ' I
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A= —;S’ et m=— _———. TPorro Engstar
e (A~ B cos. Q) sin. P ' 99 .
f(a T:n $)’ = (a4 bcos. P)? +m!,"ic+ bcos.@?,
Teperiturque
— b —_— -—bb 2aa—+4-bb
A= sa—73s’ B— ;_—a(aa—b_;' ™m— a(@a—sb5)’
:gimilique modo mvestlgatlo .ad majores potestates continuari potest,
labore .quidem non parum -taedioso. :Seguenti .autem :modo negeotium

facillime .expediri videtur. >
. . . 9P (f4-gcos. P)
“Consideretur :scilicet formula generalior (f b cos. Oyt

‘aC ‘ponatur
OP(SF-geos. P Asin. P +j3¢(B—'\—“C cos. @
(@-bcos. D)+ — (a4bcos.P)* (@—bcos.P)* °
-sumtisque differentialibus, ista prodibit aequatio:
[+ gcos. P —=Acos &P (a—} bcos. P) 4-n Absin. P
= (B~ Ccos D) (@4 boos. P);
'quae ob sin. Q* — 1 — cos. @* hanc formam induit
—f = .gcos. P+ Abcos. P
~+nAb—+4Aacos. ) — nAbcos. O*( _ 0:
~+Ba —Bbcos. D Cbcos.P* { — ’
—+ Cacos. P
aunde singulis ‘menibris ‘nihilo aequalt’is, €licitur: o) (a5 —B1)
A= 50 B=imit o ¢ =T ESd),
Ita ut haec .obtineatur reductio
0P (f+gcos. D) <ag — b sin. P
@ —+ b cos. P)*+* T n(aa — bb) (a—+ b cos. P)*
4+ ! )faCD[n(af-bgH—rn— 1) (ag —bf) cos. P]
b

(@ —+ b cos. O)*
~<ujus -ope undem :ad formulam f aﬁ‘:_";;i’f»@ pervenitur, <cujus
—ak - .
integrale — CD-I—’” =f. +‘ wr§ % superioribus <enstat

Perspicuum -autem -cst :semper fore .k —'0.

naa—db
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Scholion 2.

268. Occurrunt etiam ejusmodi formulae, in quas insuper
quantitas exponentialis ¢*®, angalum ipsum @ in exponentc gerens,
ingreditur, quas quomodo tractari oporteat, ostendendum videtur,
cum hinc methodus reductionum 8upra exposita maxime illustretur,.
Hic enim per illam reductionem ad formulam propositae similem
pervenitur , unde ipsum integrale colligi paterit. In hunc finem.
notetur esse /e*® ol —— — *®

Problema 30.

266. Formulae: differentialis. dy = e*® 3 sin. " integrale
Investigare..

Solutio.

Sumto. e*¥ 9P pro factore differentiali; erit
y= ¢ P sin. P* — = £e2® P sin. " cos. P
simili' modo reperitur-
L2 9 sin. Q" cos. = = ¢*® sin. O™ cos.

— =P [(n — 1) sin. *—*cos. P> — sin. T,
quae: postrema: formula, ob- cos, P*= §—sin: @°, reducitur ad has
r—1) %9 sin. P — nsex® 3P sin. O

unde: habebitur- .
[0 QP sim. P = = 2@ sim: P — 2 &% sin. P*—* cos. P
201 £ead Jysin. Qr—re—m 22 re 345 sin. .
Quare: hanc postremam: formulanr cum prima conjungendo,. elicitur =
L9 sin. Pr = _c¢¢~sm, @ (@ sin: O — n cos. 45)

ax—~nn.
nn—

-+ — fe°¢ 0P sim: Pr—=. -

o +nn
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Duobus ergo casibus integrale absolute datur, scilicet n == 0 et
n—1, eritque

ﬁ“@B(p— g“@-__.,et .

e¢(asm P —cos. D 1
ad in. S

-fe 34)sm CD Caa—+-1 +a.a.—|-1
atque ad hos sequentes omnes, ubi n est numerus integer unitate
‘major, reducuntur.

Corollarium 1.

267. Ita si n —— 2, acquirimus hanc integrationem

S 2P sin. o= ¢ sin. <o; :n+<l>4— 2 cos. P)
+

1.2 1.2
at si sit n — 3, istam

ad
S¢% 0O sin P2 =

@ @44 @ a4 4)

e*® sin. O’ (a sin. (D—Scos ()

a4 9

.2.362®(asin.p —cos.Q) " 2.3
(aa—+1)(aa4-9) (aa+41) (aa-—{—T)

integralibus ita sumtis, ut evanescant, posito = o0.

Corollarium 2.

268. Si igitur determinatis hoc modo integralibus, statuatur
ad —= — oo, ut e*? evanescat, erit in genere

Se*® 9@ sin. O* — %_:T'zfe“‘P 0P sin. O,
hincque integralia pro isto casu a) — — oo erunt
fMa@_ o~ ‘ fe“¢a¢sin.¢ fo— H:T;;s
fe¢¢a¢snn Q): : (:_:_: :E‘*s) .‘; Je* @a(psin 4)3— _aa—ﬂ:%j?i? .
Se*®00sin -a(aa+4)(aa+xs)' Se*®Psin Q= il ety
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Vg Corollarium 3, |
269. Qunre si proponatur haec series infinita

1.0.5.4 1.2.3.4.5.6 .
aa+4 (aa+4)(=a+i8) (ulﬂ)(u_‘..a)(‘a_'_ss) 4~ ete. erit

= e/ RO P (4 +sin. P’ ~sin. P! - sin. PO 4-ete.)

$S—1{+—

<®9d |
‘m §m—a / con o posito post integrationem a@b"‘"" — oe.

C Pro.blema 3{. S
" 27%0. Foremlae differentialis. e*® 9 cos. O* ;m,gr‘.te _invcsté‘-
SDI ut'i . ,

Simili mode procedendo ut ante, erit

I Pcos. Pr—1 e"@cos (D‘—l— ._/c"’a@-sm ¢co'.$"‘"
4um vero
jc"’afbxm P cos. PF— =2 *Psin. Cbcos ¢Pr—
---j:""&(b[cos (D"—(n — 1) cos.O*5in. P,
quae postrema formula - abit in. — (2 — 1) /¢*® P cos. >
~+ nfer® 9O cos. OY ita ut sit
jz“’b(bcos.(b‘:;e“’ cos. P - e*®sin. Pcos. P
+f!-('5—-'2]’e‘°a¢cos.‘¢”"‘— ﬂje“"aq}cos. o=,
unde colligimus

fe“’bcpcos q)‘_e“’coo ¢"""'(aeos.¢+nsm (D)

a¢+nn

3. :
D R L A T T n(n f8“¢a¢003 q>'_.

- ‘aa~nn
Hinc erge casus mnphcnssmu gunt "’ . ‘
FERP=]e04.C; m»wucpf (2oontn 0

ae— 14
20

+C,



P otewea, 1w=rm|

156 CAPUT VI =~ =~ o=
fore
A 186 2A—1) 2 6 10 t4 Ar—2
— 7" 2,4.6 ....... Py N S A T S Y
— A1 —_— A—12a A—3 e A—4 1.
B:_.;—’HA’ C._ s B, D_k_.r;C, F_}s’b '),. etc. N
Pro paribus vero potestau'bus est ) " v
eos. P° =t : : : Fooil g

008-¢’=g+‘gcosf‘é¢" ' S Y
eos. ' = § -+ § cos. 20+ § cos. 4 -
15

evs. Pf — = -+ = cos. 2<b+—cos.4¢\-f 5. ¢08. 6

cos. (DP._. 2 +2cos 20 42 cos. 4([) +‘—~cos.4cp+ﬂcos.8¢.;

In genere autem si pomatur:’ . ‘. . L

cos. P —= A 4- B cas: 24)—I-Ccos ¢¢+£m6¢
+€cos 8P 4 etc. erit .
of — £.3.50c..(A— 1) 4 6Aig,ﬁi i\ —2
T 2.4.6.00.. 2)N T 2*—1'27 3 ', 4T X
B=75% E=15 8 D=12¢ = oo

Quodsi nunc isti valores substituantwr, exit +.m_°-.- )

$ -ncos.(p—l-hmcos 24)-—’1:%05.3’([) +§ntcos: 4Q—nScos. 5¢+—-fi‘cos.6¢'“

L A -%ns —:—s—':n‘ "’6,‘.;'"7 ' +£—‘n'
5 : T

agnd-2nd a2 n‘ “Zptl o 2 L T

106 l35 T 6: [ :lk Sliing 286

= <n -+ =-5,9

hn &4 u&n o
+3p8

138 -

unde patet, si ponatur

| m_&—-ﬁcoa@-{-C«ﬁ 2@—-1700‘- 36‘
4 Ecos: 4P + etc.

3

s iy



cApul W - B ¥ 5

est A._l—{—;nn—‘-—{‘r‘z' "”r{“’-}-etc sew

R 1 ‘“l»' 24 ‘-1*'%"“4" the

(4] T T O

sicqug ende‘s pst' esse A e Wm
Simili modo est ‘J’ LN s ttu e

B’:.Il+3)¢3+hn5+elen !"én’\*{-" [ L::n#-}-etc)

n (7(, ) i) Verum et Hhune vdlorem et se-
quentes facilius hoc modo definire liddt: - Cum sit

- ?—f_ulinw"""" B.,cos (D—]—Ccos..‘?Q pcOI.QQ
B I T

N0 I EHN

m‘lhp'héetqr per: t*nm-'¢" " qll‘ the 1*3- !('..) anth je €5

Weéﬁo’k@”f‘i}lcot & — 13 P~ ;m,(apq.- ¢)¢,Ju

t = A — Bcos. O -4 C cos.: 3D Dinos: 3P —mi Ee gamv 4D wmatsip
-+ An —4Bn . +iCn .. . —§Dn

— }Bn+4-iCn —}Dii . FEN . —FFW -

ende quia A jam definiymus, reliqui jooffficiogtes ita determimantor:

ideoque B =

. LN . aD—Cn
. ::~lu"=,$§ (A‘Ar -‘)0 a0 P,o—q.! Mim ot ol n irde
' — ’B—. n . E 3 —
*;:,....c“' "" )“-nlx: 1?.—9.0—"——-5-,1» “
—_— ac-—Dn _,.!-”,
b t G 3 LI e woea st

ln-v--r\c--- gm'(nu-—. )((( .._-\) }- e‘._‘_...’

- ,¢l

}Im igitur mﬁcmyt‘hys inyentis, ; integrale facﬂe mqmurs o,
‘um oit /bCD cos )\(D__. x‘"‘f }§¢} E‘)’W‘ TOUieny od G oup 0

f:...—{g.f‘rp—-l@-nm%hi?' I 5
——;Dam.S(D—FgElm. P — ete

B mruitslig

quae serfes secundum sinus angulorum ¢, 2&) 3, etc. progred-
wr, uti desiderabwduivel:.! vz i wufevs ogie wsiasisdiVels 0T
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273.-Primo patet‘-hh.ne resolutionem Iochm habere nen posse,
nisi n sit numerus unitate minor; si enim n > 1, singuli coéfficien-
tes prodeunt imaginarii. Sin -autem sit A== 4, ob { ~4~.cos. P —:
2 cos. § P?, erit integrale . ,
’ ' rA o7 <
. 'fﬂ-r-—————- op ! L& q)——;“""tang 1)
oo ldeos @S cos i O

.....

. :‘0!6 roltiari nrm 2. ,.'x

374 ’Cu'tn'"eﬁ‘ “A'g—‘ 7—‘-—-— ‘Ct‘ B+ (m
reliqui coéfficientes C, D, E, "étc.” “seriem’ Tbcnrremem consutuunt,
ita ut si bini contigui sint P.‘et Q sequens . futurus sit 7 Q —— P..

lhic.Qm -4eq(ihtm§ “9—'—‘—‘3 -— “‘l'ﬁdiﬁel' ’lﬂt 1+}"|—nn!
W%ﬂﬂﬁhs int-tdRE forma” contimetur - 1 - O i . .

[ a _“.,;__'M 2y +ﬁ(“”'"‘."’) - :i . -

LWL Li il 0l 1 sl h o L 1L e
LM b SETEA N Co’r‘olla‘a"rum’“s”“"' i

276. Quia autem m n “wostrd lege noh A bed” A sumitur:
posito A —0, produ'e “debet-2:A ideoque a—l—-ﬁ m ’

deinde facto A — {, ﬁen; deber .- -
t!_-{—_‘3+(a—3)V(1—nri) ";ﬁa-—a(:——nn)
n - n'/(l—nn) ?
s 44 510 v —_— — T
ubide &1L lga—. 75-_—’—‘;7!:-)3 "n Ergo'™ a‘ 0 et ﬁ n_‘g__m'
Sicque quilibet terminu®’praetert Aberit ==, - ¥ et *
--—-Vil—nn) - , -
V(l—-u%}( (l-b-n \)' TERL S A . e !
. D)) - '“‘C‘:“ " l R ‘/ - ’
. . £ orgil ar num 4 )
) "”2"'.“1 -39 C¢‘t‘ ‘f ‘&’ N7 lu’ R DI f R ¥ 1 FEPR S IETIPR A L4

276. Coéflicientes ergo evoluti ita se habebwefs.......L .. .




OAPUT (VI cH89
L 4 S P PR U (‘:2 BT A EE 9i S U
A= W"—_(l—-ﬂn) "‘i"” S ETt ARG S N :,- f?) ".‘"!-( . .==:i.4'.‘:-.:'|;
2___2 / _nn i S o 1 o~ [E
= ' ( ) e e i WL ET et Py

L . 44__:. nn—‘V( —nn) el 12O ) ~en boiditl [O11 M
e FYES Pt 1

nny/ (4 —nn) . . *

8_6nn_2(4-n,¢““¢nn) 2.4 i PR )"\"

R oy ae nin o y(b-ﬁugl) auisnoos olicns sl &l 89i1s
R "6—“"6"“-“’2“0*243;—4"?1)1/(&'1?1}- wh iz
f B Fa} '-n»}/{aty“?ﬂm).\..-.g (5)---¢ 20 =18

C ns (t—nn) o Cy OFimgon
C— 64 —96nn—4-36nt—2n —1(32—-52 3nn+6n )1/(i—nn)
LT n ya.....m) TR R
. - & al tl i 84! 1. [ SR (2N ‘4‘ oLl N
TQw 2 + W 1K do‘l:orla,rlnm ’6, l’ Taei - \‘

277. le n<f, hi coefﬁclente& plemmque ﬁc;lim: 'dét‘é'r’ﬁx

mtmﬁ" }gl* ser

8 pt"ﬁnuin uﬂentao, seilivets - =

'

A= t4gnt X ‘”—F—'“" ‘+'”’ °+etc'
B=n. (1'1.- n® _+__35 4+35¢ 6+557 9n‘+etc,
C = =4nt (1 + n’-[-e%f—;j: ‘-}-;—Jﬁ——j‘:{‘ znd—-l- etc.)
D:{n3(1+45 n® + S5t e S Dot et ete)

E:in4(1+5 6 -+5:z: 44_:I:Z‘fsl4n6+etc)
‘F__,,e(,*_ 1y L"‘mfi "’"af}ﬁf“ Sa4<etc.)

e
. o ‘4-0-- - A .J Coms {

ah "“’“'1 t- C.

Sic’lhﬂl(bn.
278. Cqm ex his va'oribus sit
i I' 9P
b+lco}

)i\.‘

. .‘,_'.

biissavie Jdﬂn.

odnlld llh) T AT ]

o . "ll.,

4 L]
(R z’)‘..;.‘

0-—.A¢ —_— BSFL¢‘“{~‘*CO§B&!¢ i)
s . ‘s'qu-{Esm. 4P — ete.
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in hac serie terminus primus AQ imprimis est. notandus. anod
crescente angulo  continuo crescat, idque in infinitum usqéc, dum
reliqui termini modo crescent modo ;descrefcent nequc tamen
certum limitem exccdunt; nam sin. AQ neque supra -4 crescere,
neque infra — { decrescere patest.  Cum deinde hoc integrale
supra inventum sit : '

7?.—_”) Ang. cos. "_;_":::"

series illa huic angulo aequatur. -Quare si hic angilus vocet\u' W,

0V (1 — ,
mt sit Juw —‘?_—&;ﬁ)’ erit cos. w ::;f';‘;—’;—%, hincque

n - cos. O — cos. w—ncos.Pcos. w =0, ex quo est vicissim

€08, "-:L_’_—"‘:T:;—:, .quae ‘formula cpm ex ifla pqg}tqr-- wmto »

,negat:vo, Fl‘lt A
. FP—Re¥li—a) ]

1 — d:cos.w 2

7'6'%“ — Aw + Bsip. u...gcsm.zm-;-;Dsm.s«n-HEsm do- ete.

. {2Nip verg; ¢ﬁt

V(“_") . 4) - Bsm (D—-,l-;Csm 2@ —jDsm. s}

~ =+3Esin. 4P — ete.

?b =T — A, habebimus:

_ 0 =B (sin. » — sin. P) -} C (sin. 2w 4 sin. 2)

~ -+ § D (sin. 3w — sin. 3QD) -~ ete.
cujugmodi relationes notasse juvabit. :
Problema 36.

299. Integrale formulae 9 (1 — n eos. Oy per seriem,
secundum sinus  angulorum ‘multiplorum jpsius  progredientem ,
exprimere.

~Bolutio.
Lum sit

K1 - = cos. ¢)‘=i+ ncos. ¢+5!———)n cas. Q)'

- ,+-L}}§;:.l n® cos, 3 - ete.
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& pcnamns
(1 4-acos. Py —A-}+Becos. ) + Ccos. 20
~+ D cos 3] 4 E cos. 4D +4- ete.
esit per formulas supra indicatas: .
A—1 4" :_;-'—) .;n"'l"' '—',’{:;’)(’ =3) “: '
+"('—") i (':s)v : + ete.

B""zn['—} :i'._-:.'li__;").;sna

4 +
+)()‘- l)(»-;!)Q;”(!—“) ;:;u - ete.j

guae series ita clorjus exhibentur:
—_— xgv—ﬂ 2 v(v—:)(v-—n)(v-—“’) |
A=1 + + 4 4
+'('-)(\'-—2)(’:3)(':4)("';‘) nS - ete.
LB_____{_'(""’)!'—’)”S_'_'(":')(";’)(’;3)(’ 4) 5+c“:,

Anventis autem his binis _coéfficientibus A et B, religui ex his
scquenti modo commodius determinari poterunt, Cum sit

11(i+ncos P) = ITA 4 Bcos. D3 C cos. 20
{ . " -Deds. 8P o E cos. 4P 4 ete.]

Sumantir differentidlia, ac per — 9@ dividendo prodit

vu:m@ B sin. ® 4 a C sin. a¢+3l)sms®+42ﬂn /Q+efe.
T4 nces.Q —— Ao cos. Q4 Coos.a @ 4+ D ows. 3P 4 E cos. q.:p-i-erc

Jam AT crucem .multiplicando,
" ob sin. AQ) cos. P =} sin. @ - 1) P 4§ sin. (A—i)¢ et
.sin. QP cos. A(D_,sm.\()\-]—- {) (D—-gsm o - 109,
yervemetnr ad hane aequationem:
~-0==Bain:P-2Csin. 2P+ 3Dsin. 3P4 4Esin. 4P-4-5 Psin. 54}-}— ete.
+iBn . +iCn  —+jDn  -+4En
+iCn+iDn  +3En  +§Fn  +§Gn
—yAn——Bn —%Cn —-;Dn —}En
i Cn+ Dn 4 En +IFn 4 Gn
! L
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C:_Q:-x) n.°<’ +_§v—~s!(v-—-5! _+_!v-4)(v-—5!Pn

_+_Q’_:.‘§,)__Q‘_‘:l).pn —+ etc.)
——-21—'('_' 1) £(4+L—L—ﬁ'_3) — ¥ p +§'_:.§)_".:."_‘lps,'
—l—L'_—’—)-Q—_—an +etc) '
E__V(v;—r)(v-—@(:—n n‘<t+gv—4!§v g!n +(H'—2—(ﬂzpn'
+l:‘-L(‘L:—@39n + etc))

% - —-é) u5(1+(v—6).(v--6}n +"_ﬂf gpn
+£.‘L"_'!)_Q:'_f°)‘[’n +etc)
etc. '

wbi in quaﬁ‘bet' sevie [litteras P terminum pnecec[enteﬁ infegrum de~
notat. Atque ope serierum istarum coéfficientes plertimque faciliuw
mvemtmtur, guam &£x lege ante tradity, qu« quisque ex Binis prae-
eedentibus determinatur. Quin haec lex defectu laborat, quod,“ sl K

fuerit numerus integer neggtivus praefer — {; quidam coéfﬁcienteo

plane non definiantur, quos ergo ex his sericbus desumi opertes.
lu si fuerit

y_...—-2 eutB‘:."'_.xu{n_‘..-—-2An,r et
ce=§.Y(1 4 b30 4+4—————!-“7° né - etc.)

2.6.4.8 2.6.4.8.6.10
8 8it y— — 3, erit C— ~— Bn, et ,
—_— 4-6 n3 87 - 67&;9 6.9.8. g.10u1%: nS.
b= 1.9 4 (‘ + z 8.4.:0"‘ +:84.xo. 6.3 +e‘c')_
slsit.r._..--l,eml) --Cn, et
___567 » L ) n® 8. g.10irr £ 8 .10 11. 1418 6‘ ‘
E— (i +z:o +a.no. 4.1." +a.no. 413, 6:4 etc')
81 sit v__.-s, et E —e—eDn, et
o -12.13 ¥
P (0 B e
lo 11.32.13. 14 15 , :
+ 13 4 14 616 né + 'ﬂc') )
et ia dereliqis,. - -

s ..
C -t
o AL THo bl e o
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. :,,,v, ~Ezemplum f. . o

285, Fermulae ¢ (1 -+ n,cos. 45)' integrale evoloere, si y
sit numerus mteger p«mtwm.

Posito (1 ~}- 1 cos. ('D)'—-A—{-Bcos ¢+Ccos 2¢
o . = Dcos. 3¢ < E cos. 4P - ete.
pro singulis \;al'oribl'lsierponenm vy habebimus:
1) si y=xt; A= 1; B==w; C==0; efe. -
2) si y=2; A_..i-J,-;n B==2n; C—{fnn; D""O ete.
3.) si u:z.a A....~1+3n B_‘:3n(i+ n*); c..—.-_p;,
: *{n’ E::o etc. -
4) uy:l A= l+§n ~+§nt; F—4n(1+§n')
U c—'-—an(taﬁn’), D =n? E"“n‘- F=—¢;etc.
Hi aotem casus “mihil | habent  difficultatis,. Ad - usum sequentems
tantum juvabit primum termmum absolutum A notasse: '

‘lvy,,-p‘,A“" N

$iy==3; A g Bl

si y==3; A—i+§i’n"

8 V_J,.A;—_I—Fi—:n’—l—‘f:—;: L

6 v==5; A== 14 Sént g SR

‘ , 6.5 4 6.5.4.3 654841
.!V.-.—6 A ‘+ ”44 +”4.4‘ n‘
.. 69 6.5.4 ‘ 6.5.4.3.3 6.
ny=T; A—“““’ 5‘:‘2“ +“.u, y Rl

.vExen‘xl;lum 2.

0 .

o . ’.
286. Foﬁnﬂlad a + oo QW- integrclu per geriem, evol

bere.
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Posito ) Maq-néaé ® +C cos. 20

B ncos )
PR O S Vl\.n “ TR LA ? 3 5’6-1—2608 4¢+&t&

LR A ‘ A © 3

ex praeoedentxbua formulxs ponendo y = ,u ent
G"‘ LY : R
-4--)1 +-)(n+3) t -
A5 4__65_5?‘;4 +#(u n‘ 3 ‘
4 u(H:— )(n+e)(u+3 (n+4)(n+9 né + et
:.—Mn(i.,‘..(__t_’ﬁu_tz)n .]..L_?L(&j-i.fn
‘ - -]-("—-—K——-—) Pn 4 ete.);
o) ._t@__) "(1 +‘§E )Sﬁ+$n +( Q§F+‘) Prn*
Fa +Q‘-}'M;)Pn -{—ctc)
J&M "3(1+ __)_Lﬂ,, +§——X——)Pn
"- T e e +WP"2+“¢)

g e etc.

ubi ut ante in quaque - serie P terminum 'pfaecedenteih " dénotat.
Hi autem coéfficientes ita a se invieem pendent, ut sit . -
B—="2t=2 rAndn —24n et

C — 2B-apan, . - D_,_ic-i—(n-q--.)n-n’
- —a ? 3 .
E — 6D+(u—l—:)0! F__az-+—(1.|.+-)3131)n
— ®—35)
G_'0F+(M—£452n . H __inG(-l—(‘ﬂ.—f-g)Fu
B @.-—l—s)u - (}L——7)u . ’
: . etc.

Ubi ih‘ebﬁﬁ@ﬁb; -quando §4 est rumerus integer, supra jam: reme-

dium est allatum. Hic igitur praecipue investigamus quomodo
coéflicientes cujusque casus ex casu pr accedente determinari queant,

quod ita fieri poterit. Cam sit

1
A m e R A-]—Bcos(b—_l—c'cos.zq)
~+ D cos. 3 - ete.




€APUT VR ey
ponatur . R
e AL B eos B i O con. 2 )
gy ¢)n+x = A’ 4 B’cos. § 4 C’ cos. 2
.‘.' - +m00803¢+etc- } _--_-‘:‘A
haec igitur’‘serios. per § vhvn oosi (P multiplicata “im illams abire
debet, est autem productume o
A +B"cos.¢—-|— ¢ bos. éd’-{- D bos '3‘tﬁ’—¥"-‘k&a’u
+A'n  F§Bn —+§C'n I n
~+3B'n+iC'n ' F3Dn +{E’
made colligimus .
-B,,.’i“ 17e0y N 1 = ST
Df-b-*i_c_'):.‘L"‘ P/ — A D)y - -,
- n

>

g X . N ‘. ~‘¢:'.‘)" '::-‘.l'.:a: { Ny u
dummodo ergo coéfficiens A’ cbnstarét, sedquentes B/, (9',”19' e
haberemus. Videamus igjtur quomodo A.’ ex A. determinari possit:
gna cst ‘ - h .‘l: 1%

A—t +n(n+-) z +w(u+1)(n-l-a)(n1—3) & = etc.

N—1t 4 R~ _’_,OU-PI)(M-F")(I‘-/{-S) (n—:ﬂ I + etc.
: 2 2 a2 b

tractetur » ut variabilis, ac pn,og series per’ n* multiplicata diffe-
rentietur, ut prodeat

0 AnF +t7 -4‘-2)'71""‘3’* >
a t‘.n}l—s’_&_!rqx 2' qx 2
—‘n Fﬂi--t——l-)fg:,—o— 2)(,*-4— 3 Qu—+4 o -‘P-&_,_ etc
2. 2. i 4
quae series manifesto est = uaF* A quegirca A’ ita per A de-
krmi’mtur,. ut sit . -t
Ty o9 "Z.,_L:B 2R +H&A SRR RN
~alds @300 a g e -'.'.' "xa” P T SO RN R VO S £

T ey o - -
“« .. e .
4 PR . oee

Cum igjtur pro casw w —— 1 invenerimus ‘-’

B P ST
sl

g:h
-;\‘3 .
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A— 4 BA n exic
— ————— — ——r €Il
Ya—un ° an a __nn)f
1 nn |
A= +- —— = .
YU-—nn " oan @ ——nn)

Hic jem est valor ipsius 4 pro p — 3, ugdc ob

gA_——s-n—r— fiet pro P.
" (¢} —nn)i
_ 1 3nn 3 +M
A= — T -.
i+ i 3

(1 — nn) 2(0l—nn)  (—nw

Hec modo si .plterjus progrediamur, reperiemus:

ap={; ‘=}_\T-4:-—n-n_)‘;

LI T “"—"u —rm);/(1 —nn’

[T R A---u — "’";*-‘/l(n;n— nny’

LI TR A""‘U _"1")-:-}5’(‘1"_ nn)
{ +Snn4-3nt

ol p L0 Az qO —nm)t Y — njz)"

L]

Coroliarium 1.

87, Eodem modo otiam seliqui coéfficientes B’ ¢’ ete. ex

aunlugis B, C ute, definlentur, gruntque omaes igtae relationes inter
ae sijilen, ecilicet udl et e e Ly




CAPUT V. . (1)

Arﬂ‘
A’__.aa n“ ‘+;:—— ent
.y s B.Bn"' .‘ | ..nran'f'm\";::!‘:;_»;‘:r 191_‘. R .
ERSTHIEN ', ! =B .'b $usuT w L 2
Do naC ’ pee
.Cn n
/ ——— __* - ——
c""‘-. ao n” ——.-q-+ Fan’ | 3 - ] a
. eta.
S I R N R T
LN lCorollnrn#m 2,
t
P T ema. Q « % o -
o o 288, K, q:te_amvenimus B’a-;- 2(A—A)  unde Fet* * TN
b A fod in )
_._"Bg""*_:ﬁ B+P-3" hincque AR A AR

g —~— lp_]aﬂa-‘-rnan—}—éaA"—’  : e
nnlhgliéétm"bei nk—* d ns
G — P BAn +~2H~—'3A= 0,

ﬂ&:m -—-z=A 2= A bary e YA Aoy
Qus g4 A_sbﬁpl-). aA___.__ 2&#-11_,_2 (I !)fAnHan:

IS 3 3¢}

RTINS A S

ideoque
.q oY i Lenmell i'snon obup

B“’""L\-“ quﬂh’hmn TAANNRA v’ l)
K IP R f- B0 g ﬁu(}‘:-L Kot - "_" siti= )

At ante habueramus I,
e e - (T K R
B""‘——zAn—-ig‘—-—-z-fAnjn. Yoanle = o -}
LauUvlienn Tomatai e i I F R
-2& 189 Loulp  o-l i Cogo]larlum 3’~ - et

289. His valoribus acquatis; dbtinetin? aeqduro‘ iftter ﬁ. érm,
qua qmnum A per n determjinatur, erit.enim

-"n!ﬂ l!ilh.' n“-':aA—An+ re fAnan' R IR
‘W:MM&PO"&EB 'm'oﬁite ARG B A
A+a"af‘ —2(%+ l)nDnaA—-pxq.L-e- man

22
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Scholdom %A 6

59 AN, -.- P -‘-——-._ &
290. Si bos valores :psum’1 @Mcum supeg;o;{bus » ubi m erat
smmrerus integer negativus inter so—sompaﬂtm, exu(mm— ‘@nvenien-

sam deprehendemus. . 9:.‘.‘ s
Pro superioribus, o T " Prs hxv,foqnm"
.0l 1
s y—0; A—1t ‘ =1 A
’ »f:}lxxp.;!o':’)l/(‘_"”)

r=1; Ay A ;:--.«z--nftzp,%(q._a:z»,,wa&-.nm

vee e 4 _'" _ Y N S
i foo s i Tive S fhn

=2 A=t +}jn’ 3. A=
N i 4 p’;(’«’ A aﬁﬂ"-’-h%"‘!{_m)
‘it BBiqilcea
=3 A—=t+}n :‘;. 1 ' qis
s | e s
N 2—XH =!+3n'+ 4
”\(\' - & \.\\‘ Y — .'..:\ 9.‘1 -t‘c

ete.

Ot l)(;‘:u,

wnde concludimus, si fuerit ,
(1 4-ncos.yr= A*}\—MMM&M
(1 +ncos. )" =A+DBcos. (D-a—@'.'cok 2<D+et.c.
— A ~
fore % = (t — nn)’ V(Uh—‘»’h’rﬁ [ AT
Quare cum pro casibus, quibus v est nm{rems integer positivus,
valor ipsius A facile definiatur, etiam™ pro- casnbus, quibus est me-

(Gounupy inds exppdite, agsignabifur. o pee L Qe
SQho,iOn 2 N IR ‘.Lu”lﬂl’i') auy

.
iee s
M4t gt

20¢. Cum pro casu p.::i R bupra valores smgulamm Ettera-
wm A, B, C, D ctc. sixrt mmtx,’ncil‘cet pbsﬁo ke itaANI e

. Wrred .’-‘”“ —-‘m, . s ‘t . 7T R "! 4. \.‘Q (‘ N "
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X J P i amm . — ’m’

eassme 3 o —— e ___.
A= Z.—-nni’ —VY(i—nm)? T YV i—an)? TV (1—nn)’

m, gcmre p;o term?no quocuhque N = m. 'si pno

:mﬁi eiiné éﬁm"‘p“‘"! tderibanms . W, -exit N’ 32’3? .Nunc
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- ‘Solu tio

Cum omnis formule integralis per se sit indeterminata, ee
semper ita determinavi.soletrdiimtinlissiabilix certus quidam valor,
puta a, tribuatur, ipsum integrale y — /XJz datum valorem,
puta b, obtineat. Integratiene igitur hoc modo determinata, quaes-
tio huc redit, si. variabili x alius quicunque valor ab « diversus:
tribuatur, valor, quem tum integrale y sit Fabiturumr, definiatur.
Tgibuamus ergo ipsi & primo valerem parum ab a discrepantem,
puta 2 —a -+ a, ut a sit quantitas valde parva: et quia functio:
X parum variatur, sive pro x scribatur a sive @ 42, cam tan-
quam constantem spectare licebit. Hinc erge formulac differentialis
XJdx integrale erit Xz — Const. — y; sed quia posito x — a,
ficvi debet y — b, et valor ipsius X quasi manet immmtatus, erit
X a -4 Const. = b, ideoque Const. — b — X @, unde consequimur
y—=0b—+ X (r — a). Quare si ipsi z valorcm a-{-a tribuamus,
Rabebimus valorem convenientem ipsius y, qui sit — b4 3; ac
jpm simili niodo ex hoc cusu definire poterimus y, si ipsi & tri-

| 3
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buatur aliug- valor parum. supegsps 4.+ a: posito igitur @ —wq
loco z, valor ipsius X inde ortus denuo pro constante habegi po-y
terit, lndcque fiet y=—=b+B+X(@x—a—a),, Hanc igitur
opcratloném “cohtindare "licet quouSquc “lubuérit, quus ratio 'quo me-

lius perspiciatur, rem ita repracsentemuss “
e ] I U T B
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si xic‘z” : '.X""A".’.f/.‘:b" = A "(a’ = ay
szmal. X=A L y=v =Y LN g _-__}‘,-)-
si x —=a”. .X—A’”. ,.y_“b”’—" A" (a’”-«:n"’)
C e ey -ete, ;..
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ubi valores @, &, a”, ¢/, etc.. secundum differentias valde parvas
procedere ponuntur. Erit ergo ¥ —5b - A (a’—a), quippe in
quam aebit fermula invents, y T bt Xo(x — a): fit -enim- Xp—— A
quia.. ponitur .& == @,..-tum. ¥ero tribuitur- ipsi. & valer 5= 9’4 -

respondet ¥ == &”: simili. modo erit & 3= i 4=-A’ (@lurre aldsuisorg .

b= b+ A (@7 —. @) ete. nt-aupps posuimus, ;. Restituosrle

ergo valores praecedentes habebimus : IV VI TR XA

b —b+A(a’—a) . o

b’ —‘b+A(a’—a)+A’(a” a’) o

7= +A(a —ay + A’ (@~ ')—I-A”(a”‘ b)’) . S ‘-

b””"‘b—a—A(a —a)+A’(a” a)+A<’(a'f’ //)+A///<a//// i ;//)‘
. « ete. - " I 20NLLENN SAEEEP A &
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unde, 81 T quantumvns excedet a, sernes a, a”’, a’* / etc. crescendo
conunuetur ad z, et ultimum aggfeganﬁn dabnt valorem - xpsms y.*

.. TR ~ v i 8 g M

Corollnhdm g e e Bl om ey

> 298, Si- inmementa, Juibus :z: augetiii',“'aeﬁutlid stalvantur

scilicet =a, ut sit @ <—a+ o 6" =u+ 24, o/ ast. 3«9
etc. smbus valm ibus pro x substitutis functio X abeat in Ay :b‘
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A7¢, etc. atque ultimus nllorum, puta a+ nz, st ==, horam
vero X, erit R

) y=b+a4(A+A’+A”—|-.-A”’ R 5 o )

Corollarnum 2.

299. Valor ergo integralis y per summationem senen A A,
A . . X, cujus termini  ex formula X formantur , ponendo
loco = huccessrve a, a¥%, a42a....a+n:; eruitur; Summa
enim «illius- seriei' per differentiam & multiplicata- et ad & adjeota,
dabit valorem ipsius y, qui ipsi & — a - na respondet.

[N} -

Corpltarnum 3 :
- 800 Quo minores—statwuntur differentiae;’ cecundmu quas nlot
ipeius ' -inicreveat, eo’ accuratins hoc modo ‘valer ipsius y definitur.
Siquidem termini. sériei- A, "A’, A”, etci’ inde’ etiam. sccundum parvas
difrentias’ progrediamtus ;' msl enim 'hec evcmat, illa determinatio
nimis erit incerta.

Corollarium 4.

304, Hacc ergo approximatib ex doctrina serierum ita ecxpli-
aatur ; _ ’
Ex indicibus @, a’, a”, @” « . . .z formetur

series A, A, A A7, .. . X

ajus ergo termimus generalis X ex formula differentiali Jy :5{63
datur. Tum in hac seric sit terminus ultimum praecedens ‘X, res-
pondens indici ‘z; hincque mova formetur series

A@—a); AN@—a); A(@'—a).....X(@&—"2),

«m}us summa si ponamr == 8, erit mtegule y—=/Xoxr—= b+8,
proxime. - -
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Scholion ¢.

302. Hoc modo integratio vulgo explicari solet, ut dicatur,
esse summatio omnium valorum formulac differentialis Xodx, si
variabili x successive omnes valores a dato quodam a usque ad
x tribuantur, qui secundum differentiam Jdx procedunt, hanc diffe-
rentiam autem infinite parvam accipi oportere. Similis igitur haec
ratio integrationem repraesentandi cst illi, qua in Geometria lineae
ut aggregata infinitorum punctorum concipi solent, quae idea, quem-
admodum si rite explicetur, admitti potest, ita etiam illi integra-
tionis explicatio tolerari potest, dummodo ad vera principia, uti hic
fecimus, revocetur, ut omni cavillationi eccurratur. Ex methodo
igitur exposita utique patet, integrationem per summationem vero
proxime obtineri posse, neque vero exacte expediri, nisi~differentiae
infinite parvae, hoe est nullac, statuanwr. Atque ex hoc fonte tam
nomen integrationis, quae etiam summatioc vocari solet, quam signum
integralis / est natum, quae, rc bene explicata, omnino retineri

possunt.

Scholion 2.

L J

303. Si pro singulis intervallis, in quae saltum ab a ad x
distinximus, quantitates A, A’, A”, A’/, etc. revera essent constan-
tes, integrale /XJx accurate impetraremus. Eatenus ergo error
incst, quatenus pro singulis illis intervallis istae quantitates non sunt
constantes. Ac pro primo quidem intervallo, quo variabilis z= a
termino a ad &’ procedit, A est valor ipsius X termino a con-
veniens, alteri autem termino a’ respondet A”; unde quatenus mon
est A’—— A, eatenus error irrepit: cum igitur in istius intervalli
initio sit X — A, in fine autem X —— A’, conveniret potius medium
quoddam inter A et A’ assumi, id quod in correctione hujus metho-
di mox tradenda observabitur. Interim hic notasse juvabit, pari
jure pro quovis intervallo valorem tam finalem quam initialem capi
posse, ubi simul hoc perspicitur, si altero modo in excessu pecce«
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tur, altero plerumque in defectn errari. Ex quo hinc binas expres—
siones eruerc licet, quarum altera valorem ipsius y nimis magnuma .
altera nimis parvum sit praebitura, ita ut illac quasi fimites ven~
valoris ipsius y constituant. Quemadmodum ergo rem repraesenta—

vimus §. 30{1. valor 1psms y=/sX B.z‘ intra Ros duos limites corm
tinebitur : '

b+ A (@—a) + A (@—a) + A @ —aD) ..o+ X (2—'T) =
b+ Al(a’—n) + A(@""—a’) + A/(@7~d") . ....+ X (z~Zx)

quibus cognitis, ad veritatem propius accedere licet.

Scholion 8.

Ld

304. -Jam notavimus intcrvalla ills, per quae x successive ,
increscere assumimus, ideo valde parva statui debere, ut valores
respondentes A, A‘, A/, etc. parum a-seinvicem discrepent: atque
hinc potissimum judicari oportet, utrum illa intervalla ¢ — a,
a" — a/, @’ — a”, etc. inter se acqualia an inaequalia capi..con-
veniat. Ub1 emm valor ipsius X, mutando .x, parum mutatur, ibi
intervalla, per quae x procedit, tuto majora constitui possunt; ubi
autem evenit, ut ipsi x levi mutatione inducta, functidé X vehemen-
ter varietur , ibi intervalla minima accipi debent. Veluti si sit

X= ;Tix_z)’ perspicuum est, ubi x proxime ad unitatem accedit,
quantumvis parvum intervallam, per quod x augeatur, accipiatur,
functionem X maximam mutationem pati posse, quia tandem sumto

x—1, ea adeo in infinitum excrescit. His igitur casibus ista
approxnmatnone pro eo saltem intervallo , in cujus altero termino
X fit infinita, uti non licet; sed huic incommodo facile remedium
affertur, dum formula ope idoneae substitutionis in aliam transfor-

matur, vel dum .pro hoc saltem intervallo peculiaris intcgratio in-
x0x . .
stituitur.  Veluti si proposita sit formula vo—g=ir Pro intervallo
ab x —= 1 — w ad z — 1, illa methodo integrale non reperitur: at
posito z— 1 — z, 4quia termini ipsius- 2 sunt 0 et w, erit 3

»
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. st : . 0z (1 —2) —. 03z .
quantitas minima, unde formula erit VGi—3eie) — 73z’ C:,l“ﬁ
integrale 3}7'%’3 pro intervallo illo praecbet partem integralis *5— .

Y3
'Quod artificium in omnibus hujusmodi casibus adhiberi potest; ipsam

autem mcthodum descriptam aliquot exemplis illustrari opus est.

Exemplum .

-305. Intégrale y— fz"ox ita sumtum, ut evanescat posito
&= 0, proxime exhibere.

Hic est a0 et 5= 10, tum X — 2%, jam valores ipsius
x a 0 crescant per communem differentiam @, ut sint

.. . indices 0, a, 2a, 3a, 4a

- . 3 i x

" series 0, a®, 2%a" 3™a% 4%a®. So.
et terminus ultimum praecedens est (x — a)®, quare integralis
y=/a" 0z = ;; x*"" dimifes suft

w0 F@ A2l NS A @ et

] ‘a(a."+°“a -1-3“4 +.‘.....+x") e

qui eo erunt arctnores, quo mmus mtervallnp a qcclplatur. ‘Tta &
@« — t. eruit ﬂmltes' C

O f 2" 4-3mp 2%, . ., (@ — 1" e
e S L o L S R

6 sumatur ‘@ — §, erunt limites " -

2,..,.,13-&-‘. 2"+3"+4"+... + (2 — 1)) et

b g iR g gt L @)

ac si in genere sit a :::‘1 ; erunt lirmtey.- .

VR

s 2.0

- [0+£+2"+3"+4‘+ .. -}-(mx—i)”] ct

ot oy oy

T [l +2n+ 3n+4vr+ | .". .. -~+((mx)"], -
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" . : .
quorum  hic illam superat exccssu o unde patet si numerus mn

s opes . . . : -ali T b
sumatur infinitus, utrumque limitem verwm integralis ¥y = ——=x -+
essc praebiturun valorem. ’

Corollarium 1.

306. Seriei crgo 1t 4+-284-3"4 4* 4 ...+ (mx)* summa

eo propius ad —— (ma)* ' accedit, quo major capiatur numerns
‘W3 . quare posnto mx 2, hujus progressionis
4+2n+3"+4"+ ..... -+ 2%,

summa eo propius ad ;o 2"+ accedit, quo major faerit nume.

ms 3.
Coroliariam’ 2, . L
307. Ex priore autem Limité posnto mz..t, eadem quantites
| ;_‘—_-‘- 2"+ proxime exhibet summa lnum serici
O4-1 42" 8" 4" ... ... +(z--£)‘
unde medium sumendo erit accuratius:
1 4+2"4-3% 4", , ... +(2— l)‘-i-}z':;-_-*_—'z"'*’"
seu addendo utrinque } z", habebimus
e P e s

proxime fquod congruit cum iis, quae de vera hujes progressionis
summa sunt cognita.

Exelﬁplum 2.

-808. Integrale y — / a—f- ita sumtum, ut evanescat posite

2= {1, proxime exhibers.
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Erit ergo a=— 1 et b—0, unde si ab a ad x intervallum
progressionis statuatur —— «, erunt indices

‘a, a+a, a+2a,a4+3a2, ... ... 2
et termini seriei .
1 | 1 1 t

&’ @G+)* @+20)* @+30)* " "’ =X,
. ’ : ]
ubi terminus ultimum praecedens est ———— — X‘’. Cum nunc
@—a) 9
. . { 1 S PO
nostrum jntegrale sit y =n i n— " ?Jlm valor in-
tra hos limites continebitur: ,
all + -+ ! -+ ! + ! ] et
+ e eee S ———
A+ (1+2a)  (1+32)° (x —a)*
| 1 1 - 4
a[(i+u)'+(1+za)“+(1 -,-3a)"+' i b

Quare posito & == -, erunt hi limites:
»

It 1 1 1 oL
m~—'| — 4 - == =+ +eesep————1 et
mt (n—+ 1 (m+2)" (m+3)" (mx—14)"

1 1 1 1 1
S} § - [
™ [(m;ﬁ- 1 T mae2y  mad)y o maebr '+(mx)"]

qui, quo, major accipiatur numerus m, e€o ‘propius ad valorem in-

1 1 .
tegralis —_ accedunt. Notandum autem est,
.n— 1 (n—1)z" ! } oo
casu n—— 1 integrale fore — lx. 7 -

Corollarium 4.

309. Quodsi ponamus mx — m -}~ z; ut sit x:’"—:—", prd®
dibant hae progressiones: '
24
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TR & | t 1 o Y §
m (;n_;_ -+ -+ ... —[—(m_'_z.l)‘)et-

(m—+1)" ° (m+-2)"

{ ! , 1 : A
m ((m+ 1)"+ (m+2)"+ (m + 3)" Hoeeee ¥ (m+z)“)

quarum summa alterius major est, alterius ‘minor quam

1 . mnr— . - m+z AT o T

n— i'_(’? — 1) (m+ 2" __ r— 1) (m + )"
easu autem n —* 1, haec expressio abit in (1 - 2).
. : . A

P

'~ Cerallarium 2.
310. Cum prior progressio major sit quam bosterior, erit

. o | |
S L S S

r-r?‘+(m—+~ " (m+42)" ; ‘ »
T mEe— 1) T (ue= ) m T (2t
S 1 1 |
;T mror T e T T
' 4 i (m+2)"— —m
' Tt (m—~+z)* n—1)m"™ 7' (m+4z)* )
' . . 1 .. 1 .
addatur hic utrinque —, ibi vero ——————, et sumatur medium
| G T e ai e o
arithmeticum, erit exactius :
. 1 1 ' ‘ £
_"‘ n + n + n R —_— -_'I'
m (m+1) (m+2) (m +3) (m—+2)

__eCm4+n—1)Y(m+-2)"—(224+2m—n—4 Dm"®
— 2(n—t)m*(m-—+4-z)"* y

quae expressio casu n = 1, abit in UF+H+5+ ’—(—,#;3‘

-« a



CAPUT VIL 187

Corollarium 3. .

311. Ponatur z— muv, et habebimus sequentis seriei summam
proxime expressam:

1 1 , 1 1

m" (m+1)'-'+(m+2)"+ R +m"(1+v)"

(2m+n-— 1H —l—-v)"—2m(l+1)+n— 1
2n—1)m*"(4 )"

et casu n— 1
4 ¢ 1 1 1 — 3+-u .
;+m—ﬁ+ﬂ—,+-~-+m+m—’<1+v>+;mr~*)

unde si vy —— 1, erit proxime '

41 1 | |
——_L- . . . L]

foomt (m+i)“+(m+2)"+ _l_z"m’l

_2"22m—~4-n — 1)—4m—|—n—i

2"""'(n—1)m"

i-+ +m+z+ ;;_12+4m

—

, et

Corollarium 4.

312. Hinc nascitur regula, logarithmos quantumvis magnorum
numerorum proxime assignandi, dum series vulgares tantum pro
numeris parum ab unitate differentibus, valent. Scribamus enim
pro 4 -4- v, et habebimus

— 1 x B f—1
lu ;+m+'+m+2+oono.o+;ﬁ—_ .

amu

unde lu eo accuratius definitur, quo major sumatur numerus m.

. »
» . 1

‘Exemplum 3.

' — , 3z . = PR
813. Integrale y — cogxx ita sumium, ul evanescat po-
sito x — 0; proxime exprimere. 0 e
‘Hoc. _integrale ut novimus, est ¥ == Ang. tang ad quem

Valorem promme exhxbcndum, est a— 0, et b — 0; si crgo valor
L
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ipsius = ab 0 per differentiam constantem & crescere statuatur, ob

X = ;7 3» erunt ejus valores
pro indicibus 0 a 2a - ' H
L c . ¢ . (2
¢’ cc+aa’> ccH+4aa’ " cedxax?
. . . * o c
cujus terminus ultimum praecedens est X — TR F—a)"

Quare integralis nostri y —— Ang. tang.:f valor proxime est

Gt aimtammnt . Fari=g)

alter vero proxime minor, quia hic est nimis magnus, est

c c c e .
a(cT{-—a_a+cc+4aa+cc+9aa+ cet +cc+z;)'

- o . . Lo 1 . __C =
Inter quos si medium capiatur, ibi « . ¢ hic vero a . — i adji
ciendo, propius erit

€ -+ ¢ ¢ ¢ - e _
¢c T ectaa T ectqan Teetgaa Tttt o ax
— T ey €
— Ang. tang. - -I—;((‘ -+ c_,)_x)
— x a(ac 4+ x=x
= Ang.tang. > < ac(cerza)"
Pro hoc ergo angulo valorem proxime verum habemus
F 4 e _l’ 1 . - 4 >
‘“8 tang. c - ac (cc -+ ccHaa —+ cct4aa + e + cc+x=)
alac:—4 xx)
T ac(cc +=xx)?
qui eo minus a veritate discrepabit, quo minor fuerit & numerus
ratione ipsius ¢. Quodsi ergo pro ¢ numerum valde magnum su-
mamus, pro a unitatem accipere licet; unde posito z — cwv, erit
—_ ] 3 ] 1 1
Ang. tang. v — c('-:-c-+cc+—' +ari gt ...+——“+ccv')
_(}-&—'U'U) .
T ac (l —“+vv)?

idgne eo exactius, quo major capiatur numerus c.

Corollarium { .

844. Si ponamus ¢ — {, quo casu error insignis essec debet,
fiet
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1 1 1 t (a+vv)
Ang-““g“’:"".-;-x'"-+4+x+9+"”+-+ov a(--i-'v'v)

Sit v—1, erit Ang. tang. 1 — E —=1-4}—3—32, hincque
m — 3, quod non multum abhorret a vefo; si ponamus ¢ — 2,
prodit

1 1 1 (a4v7v)
Ang.tarfg.v:2(}+4+‘Tl-4+4+4+9+....+———4+“w G+ )
unde si v— 1, colligitar °

Angtangsi——4—---2(-+-4\_*_l 4_’_4)—3__-— g__
sicque 7 — ;= 3, 1, propius accedens.

~ Corollarium 2.
8156. Sit ¢ — 6, eritque

C_ 1 ] T (»gvv)
Ang.tang.v— 6 (,—6 T Pt Ty S I (o +36'u'v) T a(i+ve)?

unde 8i v — } et v —, oritur:
»
8

Ang. tang. } — 6 (3—6-{-—5—;;_—; —l-—ﬁ—}—s—s—;_—g) —
Allg tang j=—o (’1;6 36:; + 38—}—4) 120 °
At est Ang tang § -+ Ang. tang. { — Ang tang. 1 — ;—r- Ergo
— _— 1063 7 — 695
Z.' 12 36+37+4o)+15 mo—uno T o 588' - T

seu T — ‘-::.3, 1306.
2322

Corollarium 3.

316. Sin autem ibi statim ponamus v — 1, erif

4_—6(36+ '+' + 5 +52+61+ ) 8
unde fit 1 = 3, 13696 multo propius veritati; plurium scilicet
terminorum additio propius ad veritatem perducit.

Problema 37.

317. Methodum ad integralium valores appropinquandi ante
expositam, perfectiorem reddere, ut minus & veritate aberfetur.
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~Solutio.

Sit y—/XJdx formula intcgralis proposita, cujus ~valorem
jam constet esse y — 3, 'si ponmatur x ==, sive is fit -datus. per
ipsam integrationis conditionem , sive jam per aliquot operationes
inde derivatus; ac tribuamus jam ipsi  valorem parum superantem
illum a, cui respondet y — b, tum vero fiat X — A, si ponatur
x — a. In superiori autem methodo assumsimus, dum =z parum
supra a cxcrescit, manere X constantem =—— A, ideoque fore /" XJx=
A(x— «). At quatenus X non est constans, -eatenus non est
S X9r=X(x—a), sed revera habetur /XJxr—X(x—a)—/(x—a)dX.
- Ponamus igitar dX =PIz, eritque f(x —d)IX—=/P(x—a)9z,
et si jam P — g’;‘, quamdiu x non multum a excedm, ut constan-
tem epectemus, habebimus /P (x — a@) 0x — 1 P (z — a)*® sicque
fiet y— /Xdx = b4 X (x —- @ — i P (x — @), qui valor jam
propius ad veritatem accedit, etsi pro X et P ii valores capiantur,
quos .igduunt vel pesito z — a, vel posito. x — @ - a, majore
scilicet valore , ad quem hac operatione x crescere statuimus: ex .
quo hinc prout vel .« —a vel x —— a 4 a ponimus, geminos li-
mites obtincbimus, inter quos veritas subsistit. Simili autem modd
ulterius progredi poterimus: cum enim P non sit constans, erit
SP(x—a)ydx—=1P(x — @ — LS (x—a)’ )P, unde si sta-
tuamus QP ——=Q9r, ecrit f(x——a)’()[’:‘/’Q(x—a)hangQ (x —a)3,
si quidem Q ut quantitatem constamtemn spectemus, ita ut sit

y=/Xdx —b+X (x—a)—LP (r—a) 4+ 4.4 Qz—a).

Eadem crgo methodo si ulterius procedamus, ponendo

Y. . ¥X, 5 __9P n _ 90, o__ R,
X—ax’ P"""ax’ Q_éx’,R—B:c’ S =5 a3 ote-

invenicmus

y—b+X(@x — —5P(:v-—a)2+2'iQ(x-—-a)3

1 y | 4 e -4 — 5 —
- 2.3.4 R("v—— G) + 243_/’“5.5 (x . a) cte. o
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quae series vehementer convergit,” si modo z non multum superet
a, atque adeo si in infinitum continuetur, verum valorem ipsius ¥

exhibebit, siquidem in functionibus X, P, Q, R, etc. valor extremus-

x — a -+ o substituatur. Nisi autem  eam seriem in infinitum extem-

dere velimus, praestabit per intervalla procedere tribuendo ipsi. x

- / . -
successive valores a, a’, a”, @, a’”, etc. ac tum pro singulis

. valores litteris X, P, Q, R, S etc. convenientes quaeri oportet ,
qui sint, ut* sequuntur:

si- fuerit # —a, o/, a’, a”, a%v, aV, etc.

fiat X—'A, A, A7, A7, ATV, AY, etc.
X—p =B, B”, B, B”, BV, BY, etc.
gZ_Q—c ¢, c”, c”_’,'cW', CY, etc.
$2=R=D, I}, D/, DY DV, DY, ete.
’ etc.. - -

tum vero sit -
y=2b, ¥, b7, ¥”, bW, bV, etc. c v

quibus constitutis erit, ut ex- antecedentibus colligere licet=
b¥.—=b —+A (@ —a )= (@ —a Y+iC (@ —a )¥
, . _ED/ (@ —a )4 et
b/ :b/ +A// (a/ a ) i 74 (a// a )+ C// (a// a )3
—_ —W (@’ —a ¥ -l-— ete.
v — b’ ~+ A (& (@ /7 —_— ) — ,B///( 7% a// ) + ,C// “/(/ a{( )3

. _ ! D (a /// )4 —+‘ete.
4 AN

brv__ b/// | A" ( axv' ///) ,B[v( a ///) ‘ 1 Crv (alv am)a.

L —_ 2 DW (a“‘ a”’)‘-},- etc..

ete.

quae expressiones eousque continuentur, donec pro- valore ipsius ¥
quantumvis ab initali @ .discrcpante, valor ipsius x abtincatur.. . -
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Corollariom 1.

313. Haec igitur approximandi methodus eo utitur Theoréemate,
cviws veritas jam in calculo differentiali est demonstrata, quod si y
gjusmodi fucrit functiv ipsius x, quac posito x —a, fiat — b, ac
statuatar

3y __ ax ar _
=% E=r =0 =R

fore generaliter :
y—b+4+(x—a) —}P@x —a*+3}Q(x—a)?
—_ ill(:r-—a)‘-'l—'—;-—S(:l:—a)s — etc.

Corollariygm 2.

319. Si hanc seriem in infinitum continuare vellemus, mnon
opus esset, valorem ipsius x parum tantem ab g diversum assumere.
Verum quo ista series magis convergens reddator, expedit saltum

ab a ad x in intervalla d:spescl, et pro singulis operationem hic
descriptam institui.

Corollariem 8.

320. Si valores ipsius x ab a per differentias constantes
— a crescere faciamus, sitque ultimus @ -+ na — x, ita ut

si fuerit r — a,a—l—a,a+2a., a+31,....::

fiat X — A, A7, ... X

IX=P—B, B¥, B’, B”, ....P

d—-qQq=c, C, c”, c”, ....0Q

99 —r=D, D, D”, D/, ....R
etc.

indeque y—20b, ¥, v, 7, . ...y,

erit pro valore * — x omnes serics colligendo:
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y=bt+ a A A" A"+ Il TE
-1 B 4+B4B’4 . ... P}
ga:" C+C 4" g Q-
- (D’+D’-I-D”+ < JHRT T

321. Demonstratio :theorematis Corollario 1. memorati ,

«etc.

Scholion 4.

C
e

‘haec methodus -approximandi innititur, ex natura -differentialium ita

instruitur:

Sit y functio ipsius x, ‘quae - posito z — @, fiat y —=5;

et quacramus valorem ipsius g, si & utcunque excedat a: incipiamus
& “viglore ipsius maximo, . gui.est- ¥, et perdlﬁ‘e'cmulw deseqxlamus;

..

s1 fuerit 11

itque ex dnﬁenmtuhbus pwet . B T TRV T

e

fore Y .- . " Vo

x —9or
z.—-2bx
z — 30x

s

- N

x +— nox

‘Ponamus fluie ‘w— N = @, -erit\m=z =T

, = 'a& . w!:.-:.!aayﬁnﬁ ".mZ( ;;+n)a3.g+

y— O0y—+ 00y — - Fy—+ -d'y—eto °
y —20y—+ 300y — 4°y—+ 8y —etew -
y—30y+4600y —10 Py 163y —etes .
(-;: neta) (ne3 ') .
.?ln 2.3, 4 y-ctc,

, -ideoguc nuwernd

infinitas; tum ‘vero valor pro ¥ resultana pei hypoﬁcsm 8T . dehd-

=P, quamobiem ‘habebnnus SR s
=Y~ " ox T a0at T T1.2.302 © $.2.34ax%

25
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Quod si jam statuamus
$2=x Z=p, =9 55 — Ry ete..
reperimus. ut ante:- .
y—b+X(xz —a)y—j}Px—a)+ gQ‘(x-—a)’l——iR(x-—a)"‘-}- cte..

Unde patet, si x quam minime superet a, sufficere statui y =—— & -
X (x — a), quod est fundamentum approximationis. primura pro-
positae , illius. scilicet limitis, quo X ex valore majore ipsius x
definitur. ' -

4 Scholion 2. .

+ - 822; Quemadmodum- hoc ratiocinum nobis- alterum- tantum
Lmitem sppra assignatum patefecit, ita. ad alterum limitem hoc ratioe
cinium- nos- manuducet. Scilicet, uti.ante. ab.x. ad. a. desccndimnus,,,
ita nune.ab.a, ad; - ascendamus,

si abeat a'| tum & abibit: in

ina4 Oda|bd+ dd
a-+39a-| b4 295235
a4 30a | b—+4=30b34~300b4-0°""

a-+nda | b+ nod 4 ﬂ}:—'ﬁbaﬁ-};" 2= (12535 4 ete;

1. 8.3

Sit jam:. a4 nda — =z, seu.n:— %';-3_',_« valor ipsius - & fiet ——=g;

Sint autem A, B, C,. D, ctc. valores. superiorum funetionum- X ,. P,
Q, R, etc. si loco z scribatur a, eritque. pro. praesenti casu

— 3a) B= 35 5233 €te.  Quocirca . habebimus.

4=b—+A@—a)+B(z—a)'+{C(2—a)’+ T D@ —a) '} cte.
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quae series superiori praeter ‘signa ommino est similia; ac si =
parum excedat a, ut b -4 A (x — a) sdtis -exacte valorem ‘ipsius
y indicet, hinc alter ‘limes supra assignatos nascitur. Quodsi autem
progressum ab a ad x, ut supra §. 320. in intervalla aequalia
secundum differentiam o dispescamus, et termini in :singulis seriebug
ultimos praccedentes notentur per ‘X, ‘P, ‘Q, 'R, etc. habebimus
Pro y quasi alterum limitem
Yy==b4+ a AN A4 ....+"X)
A3 B4+B 4B 4 ... +P -
+idCHC+C"4 . D
-e}-—,:ia.‘(D—}—D’—.]-D”-“-l— i oo +R)
-eto.
dta ‘ut etiam in hac mcthodo emendata binos habebimus limites.,
inter quos verus valor ipsius y contineatur. Propius érgo valorem
assequemur., ' si inter hos limites medmm anthmeucum capiamus;
ande prodibit
Y=b+ aA+A+A"+.)...+X)i= ] a(A+X)+ § a*(B—P)
+ § C+C+C .+ Q— i-a3(0+Qo+ p a* (D —R)
+ o E+ BB e+ 8) — 2 a®(E+5) 7 af (B —T)
etc.

Atque hinc superiores approximationes . tantum addendo membrum
}1a®* (B — P), non mediocriter corrlgentur.

Excmpl-um 1.

-323. Logarithmum quusvzs numeri x proxime exprimere.
Hic igitur est y — f , quod integrale ita capntur ut eved

nescat posito x —— 1: etit ergo a—1, b= 0 et X— _, Suma-
mus jam, ab unitate ad x per intervalla — a ascend;, ct cum 8it
oX — __ 1, Q—'a =2, R=22—_ 8. Lo indis

P"“‘az — xx? * — z3) — = P ¥
cibus
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.‘8::-'_‘ ~l;'-i~*-—|ﬂ‘d;‘.'l:+‘2¢; 4 -+-8a;':.~. .4 r.ﬂ“;*trﬁtu
) { b 8 Y . S

Xe= 1 ; —; $ v e o
1t4+a 1+22 4434 -
R L g
U=+a)? (4+22) (1+3a)” ” :t.’l: -
' 2 2 Co2 e
Q= 2 3 T A
L (T (12a)0 (14+-32)7
6 -~ 6 6 © 6!
d+a)¥ (+20Y (+30)¥ 7

. -ete..

wunde: adipiscimur-

lx= PP R I SRR 41"'
=a [+ 1+a 4+-2a. . 1+3a. '-‘,-”+

LA

—fa (1 +;),-%_aa(f-— =) 4_.' e

1 1: R - ] o
(-+a)d 20 (1+3a)‘;’T""+w‘

~ga(t ) et (=)

et

Q"iu.s[‘p" i ! - “+=s.0.0 0. 5]
o (l+a)5 (1+2a) (1+3¢)‘
— (1 + 5) aa’(t— _)
etc..

Quare:si gumamus: ¢ == =, erit:

1 1. 1 A 1
Ix—q::— -+ —,*- = e. 0.0 o.+ —
m. m -+ 1. m—+ 2: me
(x+1) (zx— 1)

2mzx. dmmzxzx.
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i~~'

aude. i sb

IR S AN N

1
+[—-§ Jrregwrrcin,
s @)

o' r.iQ
(;n—+-ﬂ:t )y o fine)?
(S—-'i) S Y

:‘ Cor. 6"““

1

(=4
T2+ 1)

Hig

e

o S S
5&1"’2‘3’3* o ‘;W(mx)‘h
(x—'—-i') B e

——
1.01115:1:5

Y

- 3 2mbE
. etc.. - .. - R

C’or“ol]'a'rium.a Sy - N

C -

32‘4 Si lise: progrcsssones in ihfinitum qonhnuentur, mt -pos-

txemarum partium summa'

quae’ expressio adeo-,

log. ’-‘-(—:—’_*_1:-12 praebet.

8i ‘in" infinitum" ¢ontinuetur ,-

. _'_'_ - +l.
pnmarum vero — } 1 "'—t—: unde cum sit L
-+ _—t x -+
lo 4§ 1 Q2L 2t =g 2R,
- erit’
I’Mﬁz —-3-— + 1f-+‘.“"'i.‘. Rl P -L)
Y (S m-+— 1-- mMm+2 ~~m=+3 Timz
i 1
. T oy —————— .o —~——
" . + 2‘((m+t)3 m+2)3 (m~+3)3 ™ m31:5)
. 4
‘ P -
ot ete. )

verum valorem

Exemplum: 2.

325.. Arcum  circuli czyus tanyem' est '=— 5’5- ﬁat‘ methodo

Pr oxime expnmerc. .

-
~
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Qpacitio igitar est de ‘integrali y == /' ~——— + < :’ quod ‘posite
2=0 evmescn, entque a—0, e b—0, tum vero -
. — X __ —acw — —2¢(ce—8xx)
X P e Q N .
+ zx) ) y* )3 ?
R — S_cQ _:Gcr(acc _ac4x:)(cc;-:z Gc(sﬂ 33ccx£c:-to:: . ete.
- (ce+=xx)¢ * "——ox— (cc+ax)5 ’
‘quae formae in infinitum continuatae dant - _ -
— + cx3 xS(cc—Szx) cxS(5cec—gpfxx)
Y= cc+::x (cct=xm)y* " B(ccH==x 4 (cc4xx)4
+ 35(3c4—-35cc:z+2024 t
so(cc~xk)5 -t ete.

‘Verum 8i « :per intervalla — {, ut sit « —— 1; crescere ponamus,
.erit

A =2 Bz 0y €= =% D= 0
K mchn B s o =St v suese,
AY — c . B// —_ —4¢ 'C” —ac(cc-u) D” __nc(sce—_c__’

—cc+4° YA LE = (ec+43 (cc4-4)¢
AV =_C . B =_=8° . qur—Tac 00—27) D/ — 18¢(3cc—36),
Ll et (T o QEEE —_tm“

;_ e e LY :_—-nc[cc-—-saez) .__'Qg.g CCw ".
X = ccfxz? P "'(cc+xa=)” Q = LecH+zx)3 ? R —‘&;ﬁ?)'
ihincque

y_..c(‘ +c¢=+x+cc'+4+cc+g+ +cc+¢x

"-"32(‘:«:--}-:::;:)-'l'7 a(cc+xj' 5
c— cc—ia cC—2 c—JdxX
—5 G+ CoFs " (eoFif? +aren ¥ G
-+ L cfce—3xx) cx(acc-qxx)
6¢c3 G(cc +xx)3 8(cct+ am)t
étc.

Corollarium.

326. Posito ergo c— z — 4, ut flat
Y= Ang. tang. { =7, erit . -
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AR s L
! 256 173 +_ - n%'i - —)+384 1586+138—'u ?

eujus valor non multum a veritate discedit;. sed haec ex.empla tan-
tum illustrationis causa afierro, mom ut appmxnmatlo facilior , . q\mm’
aliae methodi suppeditant, inde expeclctur.

o Exemplum. 3. .

x90x j .
—.. ita sumtum, ut- evanescet:

s 27 Integrale y — f

Posita x = 0,. vero proxime assignare,
Per reductiones. supra expositas. est

e =0z ' B .
- [ '—:-C_Qi.’t—fe‘ -;’ax, R - - e

X
X

et pare € « x evamescit,. posite x == 0. Quaeramus ergo itte-
 § ¢ | B—
grale z——/¢ =0z, quia eo invento habetur yy —r ¢ »z-2; ac
sopra jam .observavimus, - aliss methedos spprozimaadi in hoc exemp
plo frustra tontari.. Cum igitur,. pos'rto x == 0, evanescat. ~, exit

— . L emnd ‘ .". . ‘-—i a J - ’7 ,“
a=—20 et b__ 0, tum*vero X'=— e =, hincque P—a = rrt
— o __ T x 2y, — 90" __ .»—_ ' 6 AW
— ox — ( _’ R—a“x.—"’ * .i“—x_5+z4)’
36 o o o
3'2-3—;.—-6 z (ﬁt—%+&559—$ etc'.,-qmbus-vqlombns.m in-
finitum continuatis, erit
1
—_— . x 3/1 2 1 4
z—=e |, T—}+;x ;‘4-";9)_ ("6"":5 "a4) seu
s -y _ 54y " 13 36
SRS ;—;—oa'- xR "7"‘;‘6—‘—)‘—"3“3-

= (- 2)- 4Gt ) + S (B 24)1
L. -—(,,—-",3—&—:;, 34‘-’—4:— 520)+etc.

L4
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.quac sesies parum convergit, quicunque valor .ipsi z -tribultar. Per
intervalla .igitur a. 0 usque ad x ascendamus, ponendd pro =z
sﬁccesswe 0, .a, 2a, 3‘«, etc. ubi notandum fore A — 0, B— 0,
C=y; D—' 0, etc. at” regula nostra praebet: - :

1 r i X 1 T x
—ale “+e ’“+e By i..4e H—jae F—ia¥e T L
—+ 143 ""i ' 2 ""?&('.' 51 -
g4 e - .(aTl ~~B) + e 16aé 8a3) + ¢ |a4 ;7_a§) o

b 4 I .
e G- —ltate F(L—3 T Nent 2 )
+B G l—-ale *(5—3 48 e (z5“" +“)
$i hinc valorem ipsius z pro casu z — { determinare vélimus, et
pro o fractionem parvam - assumamus, habebimus:” ‘' ¢k

n n .
(e '+e "-5)-& 3 "—4—..1.—!-48 ')\—m—"-;;
n
b i ) e ?("%/’ e (D) e R )
1 1 :
"';-*_T-n-vl?a f—-ﬁa;ﬁe? DR ' . B T S

i hic pro » sumatur . umerass mediocriter ‘magnus -vel: wti- 10,
valor-ipsius 3 ad pdrtem millionesimam wunitatis-‘exactus: reperitur,
Aac vicies cxactior prodiret, si pro n sumeremus .20.

Scholion {.

328. Hoc excmplum sufficiat eximium usum hujus'metho.di
#pproximandi .ostendisse. Interim-tamen occurrunt éasus, guibus mne
hac quidem methodv uti licet, etiamsi totum. spatium , Pper quod
varigbilis  crescit, in minima intervalla dividamus: Evenit hoc,
" quando functio X plO quopiam intervallo , *dum 'tarpiblll x. @extus
quidam valor tribuitur, in infinitum éxcreseit; cum tamen ipsa .quan-
titas integralis y = f X0z hoc czisu non fiat infinita; veluti si fue<
rit y._._/},(a 5 ubi X — ‘,,(a ~55° ‘quae posito #'—a fit infi-
nita, integrale varo y == C — 2 )/ (@ —2); hoc casu est finitum.
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Hoc autem' semper usn. venit', quoties hujusmodi factor a@ --- z .in
‘denominatore habet expunentem unitate minorem, tum enim idem
factor in integrali. in numeratorem transit; sin autem ejusdem facto-
rns cxponens in denominatore est unitas, vel adeo umitate major,
“tum etignr 1psum -tategrale -casu & —— @ fit infinitum, quo casu quia
approximatio cessat, hic tantum de .iis sermo est, ubi exponens
'inh'ita‘t‘e' est- minor; quoniam tum approximatio revera turbatur. Ve-

rnm hmc mcommodo ‘facile medela afferri potest, cum enim diffe-

o Xox

tiale . ejus odx formam sit h bxtuxum —_——
xentis l.c jusm a (@—m i

. cxxstentc 7\< p.,
i:énam‘r""a‘—"--.t'-“‘ ZB, ut'sit xr—a —2* et dxr — — gz”'—'az,
YN dnﬁ‘erpntxa!e nostwm erit — - H‘Xz"—*—“az, quod casu z—a
seu z — 0, non amplms fit infinitum. Vel -quod eodem redit, pro
M5 mtervalhs, quibus functm X ‘fit infinita, integratio seorsim revera
1pst|tuatux, ponendo x_a—i—m, tum ¢nim formula XJx satis fiet
simplex ob @ valde parvum, ut integratio nihii habeat difficultatis.

Velutl sx valorem ipsius y__.f},(':f?_’;ﬂ per intervalla ab x == 0

usque ad r—a— @, jam simus consecuti, pro hoc ultimo inter-
vallo ponamus x=a-w, et integrari oportebit (a—w)*dw
? & P ¥ (493w—baawwt4anw3—we) ?

quod ob w valde parvum abit in

BV
e R D

quus mtegralc, sumto w — a, est
;/a av'a 70 avVa’
&= 6Y.a +4ca}’a’
quod si-ad plures terminos continuetur, non solum pro ultimo in-
tervallo sed pro duobus plunbusve postremis ,- porendo = 2a
vel w — 3a adhiberi potest. Pro quibus enim intervallis denomina-
tor jam fit satis parvus, praestat hac methodo uti, quam ea quae

-

ante est exposita.

Scholion 2.

329. Interdum etiam illud incommodum occurrit, ut denomina-
Xdx

tor duobus casibus evanescat, veluti si fuerit y — Vo= G=
26
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ubi variabilis z semper inter limitcs b et' a -contineri debet,-ita mt
cum a b ad @ creverit, deinceps iterum ab a ad b decrescat; interea
autem integrale y continuo crescere pergat, cujus igitur valor per
intervalla commode detcrminari non potest. Hoc ergo casu in sub-
sidium vocetur hacc substitutio x == § (@ ~}b) — § (@ — b) cos.. {,
qua fit dJz =4 L (@a—b) oPsin. P, et (@——2z)(x—b) —
i (@ — b) + 3 (@ — b) cos. P] [1 (@ = b) — } (@ —b) cos. P}, seu
@ — z) (x — b) —= 1 (@ — b)* sin. {?: unde oritur y —/XIQP,
quae nullo amplius incommodo laborat, cum angulum @ continuo
ulterius aequabiliter augere licet. Hoc etiam ad casus patet, ‘ubi
bini factores in denominatore non eundem habgnt exponeptem, ve-
X0z . ' .

luti si fuerit g J_...f -, ita ut p et y sint

1/ (@ — z)* (z — b)' ' ,
minores quam 2 A, quem exponentem parem suppono. Si jam

M et v nun sint aequales sed y < g, ad aequalitatem reducantur
2X . -
Xdx ) (x — D ..
hoc modo, y — nkr);r y & ) . Quodsi jam ut ante po-
V G — )™ (:1: — b)*
natur — (a4 b) — % (a — D) cos. (D obtmebxtur |

9)\—].!.—'

J—(a_b)—_":)‘— SX0Psin. (D ~ (i — cos. (D)ax ,

wbi angulum ) quousque libuerit continuare et methodo per inter-
valla procedente uti licet. Quibus observatis vix quicquam amplius

banc methodum approximandi remorabitur. -
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VALORIBUS INTEGRALLUM QUOS CERTIS TANTUM
CASIBUS BECIPIUN’I‘

Pxoblema 3g.

%N

330.

1 . . z™o0zx ‘ : . .
ntegralis —————— valorem, quem posito x— 1 recipit,
vV —zx)

assignare , integrali scilicet ita determinato, ut evanescat posito
x = 0.

Solutio.

Pro casibus simplicissimis, quibus m=—0 vel m — 1, habe-
mus posito x — 1, post integrationem

_/“'V\(ta_.fw.w) fV(i—xx)

Deinde supra §. 119. vidimus esse in genere

2™ )z m ™ ) 1
.a = , — 2™y (4 —xz):
VUU—zx)  m+1 Yd—xx)  an-+1
casu ergo xz — 1 erit
a™t'dx  m ™! Jx

V(i—xx)_m—}——? Yy d —zx)’
uande a simplicissimis ad majore$ exponenus m valores progredlelk

do obtinebimus;
-
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r)zx

ox n —
]/(1 —xx) 2 . ]/(i -——xx)
a’dz 1w S & x33x¢_2
Vl—zx) ~ 2 2 f;/(i—xx) 3
4 x 1.3 7 x5 0x _2.4‘
1/71 —ax)  2.4°2 Y —zx) T 3.
z690x _ 1.3.6 .7 . 0z, 246:
V(l—zz) ~ 2.4.6 2 /]/(i—xx) 3.5.7
f z8Jx 13567 = zd 0x ___2.46.8
Y —xx) T 2.4.6.8 2 V(i—zzx) — 3.5.1.9:
) H' -
L ' '.. |
/“ 20z _1.3.5 ...2n—1) w | fx"P Qz_2.4.6... 2n
I v(-zx)”2.4.0 ... 2n 2 [JY(A—zx) T 3.6.7...C@n+1)"

Corollarium 4.

- a™dx .
331.. Integrale ergo 17(1——32—)-, posito x — 1, alge--
—x

braice exprimitur casibus, quibus exponens m est numerus integer:
. impar; casibus autem, quibus est par, quadraturam circuli involvit;:
semper- enim. 7w designat peripheriam circuli, cujus diameter — {..

Corollarium 2.

832.. Si binas postrcmas formulas in se multiplicemus -pro-
dit:::

1
2

/‘ ")z e F R |
YU —zaJ Yy —azx)” 2n+4+1
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posito scilicet == {, quam veram esse patet, etiamsi n non: sit
mumerus integer. ‘

Corol}arium 3..

333. Haec ergo aequalitas subsistet, si ponamus x — %',

isdem conditionibus, quia sumo £ =——0 vel x — 1 fit 2 —0 vel
z= 1. Erlt ergo .
zauv-l—v-—n az ‘ Zanv—l—:v—— r az ' ‘ . ,”.

vy . 1/(1__,,2\:)- V(’_'__,,av) - 2"—'—1 2
et  posito 2ny—y — 4 ==, fiet posito z — 1 A
z*¥0z 2"t oJz 1 n
Jya—zn'J ya—=20"yE+nD"2"
Scholjon f{. '
334. Quod tale productum binorum integralium - exhiberi’
queat, eo magis est nolatu dignum, quod aequalitas haec subsistit,-

etiamsi. neutra formula neque algebraice neque per 7 exhiberi' queat..
Veluti si y — 2 et p=—=0, fit

/‘ _ixn__ =
V(i—z‘) V(i—z) 2°2 7 4’
similique modo:: ' '
— 3 — 0 fit 0z ‘2303 —_y T
- ’,,M‘— f}’(n——z Y(x-—-zG) —3°'y —/™@g?
- - 202 240z ___ T ___w,
y=3 p=11% V(i—2 " fV(l—z6 —3- ;__:r_’"
—_— 43z __ =
= p=0 8 frlig i =1 I=
—_— L Z220% 269z ‘. m
V=4, pn=2 ﬁtf}’ —28) ° ./.V(n-—zs)_in ’——_'—’Ti;
—_— _— 250z _, ™ _ %,
yI=6 p=0 e [l /1/(|—z'°)—§ e
— 202 2%0z w__m
w=-=0 p=1 -ﬁt fV(!—z“),'fY(l-z'“) alo ‘2 T
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2202 2190z  ___

yov—— Seanee . L 0%, .
=82 'F 2 fit f)/ —z9) V(i—2') 182 T 3e°
v—5, p =3 fit [210% f},z"az L.z '

V{i—=2t°) °* (|-—z'°)

quae Theoremata sine dubio omni attentionc sunt digna.

ERE T
@ e ee &

Yo

Scholion 2.

A) . 2
(M Do ARN} »

335. Facile hinc etiam colligitur valor integralis = 7%
- \ ] R ; A A A - / ]/(T—x.'r)
posito. == 1, s enim scribamus x —= 2z, fiet hoc ‘integrale
am 5z : ‘
;/_(zi__z_); dqudcirea pro chsm x == { nanciscimur sequentes. :
valores: o ) . A
f z_ . P 1357 -
1/(.1‘—-.2:1:) - { ]/(x.-—.xw) 2.4.6.8 s
xox z*dx __ 1.3.5.7.9
1 S——— g © . ‘
V(z—xx) =4t , V(@—zx)  2.4.6.8.10 T
f oz . —_ 1.3 » -
V(@ —ax) 2. P . -
/ *)x  1.3.5 / ™ dx __ 1.3.5...(2m—1)
V@—az) 246 " |J Y@—az)  2.46... 2m

Hinc ergo intcgralmm hujusmodi formulas involventium, quae magis
sunt complicata, valores, quos posito x —— { recipiunt, per series
succincte exprimi possunt, quem usum aliquot cxemplis -declaremus.

Exem pl um 1.
336. Palorem integralis [ == (. 14), posito x— 1, per
seriem ecxhibere.

Integrali dectur haec forma f},(' ¢! +xx)—i, ut ha-

—xx) °
beamus
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13 4 135, 26 1 1387 o8 e
./V(u——-.ﬁ)_/.}’(n—xx) _%xx+;:4'l: - 46' :5-2/ X S .‘Ctl‘:.)
singulis ergo -terminis’ pro c:fsu' @ == { integratis, orietur
.x..9.25 1. 9.25.49 5
’ [—7(;—::’) (l ‘ 4 6 T %1636 '*"4;63664 , ele.) a
Coxo'llauum ‘ o
337. Simili modo pro ebdém casu z — - 1 repemur.
xdx ___
f'/(l——x‘i-) ‘f;‘l‘ 7+‘——+et° ,. :
xxdx n’ 32.5 ’3’ 6’7
f)/(l—ﬁ) ( - ,34 ” ‘4. 6' - 21 43 6’ 8 _+7' etc.)
x30x 10
fy(.—x4)— +_ ‘-'“‘ o ot
: 1o
ast autem fV(f——:*) =i—iyd —= H, _ideoque — 3§, .. posito
z—'1, unde haec posnema series —— I, ‘quod’ ‘manifestum est.

Exem plum 2 ‘
338. Valorem integralis S oxy ———r 'l'_*_'_a::, casu x — 1, per
seriem exhibere. ;

LIS B O

Cum sit .
}/(1+axx)_._£—|—2axx——a "+"3a3x‘—etc

erit per [_——== G _,xx) muluphcando et mtegrando

i

1+axx 1.1.3 '._3.'5 .
Loy S= = (U H e —aniie +3.‘=~-1:T"o“’ — etci)

.

unde peripheriam ellipsis cognOSCerq licet, . i

Exemplum 3.
839. Palorem mtegmhs f ,%5—5, casu x : 1 p”
seriem exhibere. I z . :

Repraesentetur haec formula. lta f ax("::} ’, ut sxt =

fV( x— xx) (l —',.2‘-*— ? """———- $3+0l(§-).\ , T
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{(wude -feries haec obtinetur:

. d v, 5
(-:rx)‘—'n'(i"i_"'/,.s .§§e+¢t°)

‘quae ab exemplo primo haud differt: quod Tion ‘mirum, cum posito
.x — zz, haec formula ad illam reducatur

Problema 39.
340. Valorem integralis /' ™! ax  — xx) i, éqbgi po-
sito x —— 0 "evapescat, deﬁmre casu xr — t.

Sol-u.t.in.
S

o Rcallqﬁpﬁcs supra §. { 1_8'. datae pfacbent pro hoe'cas.u .

[

+1
fzm—l ax(i _xx)’ +1 — (i.—xx)2
m—-m -4 2
' +n7.%_i}:—_*—_:; fm—2 ax (1 o .'L‘x)s T
sumto ergo . —2n — 1, erit
n-+} . . n-%

j:z:""_’a’z:(i—-xx) i m:_";:_'*_tfx"'-’ax(l —_— )

posito xz — 1. Cum igitur in praecedent¢ problemate ‘valor

xm-—.x ()x . o L}
~— sit assignatus, quem brevitatis gratia ponamus ——M,

VvV —z2)

hinc ad sequentes progrediamur:

am—1 ax

—"——-1/(1 — x—;):M;
A et —zaf = P M; R
3
Y - - 7 ___ T . 3 .
f,l"" ox (4 xx) — CE=n Yty M; |
S oz (4 — zx) = L3 $ . '

= EFDmE (e
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et in gencre Coa
_fx'l—-x ax (“ — xw),l_-';_ '-l.*‘ 3. 5‘& evee (‘)"l—-i) L{
: T (m)(m3)(m+B) L (maa—)
Jam duo casus sunt perpendendi, prout m— { est vel numerus

par vel impar: si enim

1.3.5...... (m—2) =,

m — 1 i z
i 1 sit par, erit M= 2.4.6,... .((m—:} ‘al
o e . 2.4 6....,. m-—a2
m — {1 sit impar, erit M — xS w0

Hinc sequentes deducuntur valores:

fbe(i—-xx) Z v Sz ax}/(i—x.r)::%
Soxy (4 — ax) —1. ;;' [22zy (| —zzy=1.3
fxiax;/(l — xx) = ;‘z "Z'_ foax]/(i —zz)— % :/;
3 3n ’ 3
Sz ox (i'—-wx)g ' 3 M Sx3z (4 ;—zx);:’-f.?
’ 3 .
f:z:4 ox (4 -—-xx) :;:i.: JSrfox (1 —xx)z_:l.;.“;
3 | 3
S —zay =g 0 | e —aay =40 D
: !
Soxr(4 — zx) :531;' Sxdzx (Il — zx)’ —3}
s .
fxza-‘l‘(i-—-mx)!:!';.i—-: JSx30x (l-—x.z);:; 8
p .
Fde —an' =34 | e — e =
5
Jefant—en =St | Am e =

ete.
' 27



5106 CAPUT ' VIH.
Problema 4o0. :
) o~ .
3%1. Valores integralium | 5 ™ 9 et ; z® 9Jr ,

2

'y/(l-—xs) L Y =2y

posito & — 1, assignare.
Solutio.
Ponamus pro casibus inplicissimis:

f ox :A;/ ; g — B ‘/‘.3 :z~:ta.:f:_‘=lcf

3
’(i—w) v (1—27) v(t—=7)
f — B’ / J— '1:3.1, — B /__}_'Egr_——cl
y(1— y(t— y(t—=7)
et ex reductlone prnma §. 118. posnto a— i et b = —1, pro
casu £ —— 1 habemus

B
fx"‘+""" ox (1 —_— B — mv+un+nvfx-l ox (l __xu)
ergo pro priori ubi n—=3, y—3 et p =—1,
m-}2 3 % m — N3
Sz az\l——x) =an/ /" 1 9x (4 — x%).
et pro posteriori, ubi n=—3, vy == 3 et p=—2

—-—2 —2
f’r”‘+’ 8x(i —1‘3) 3—a+n ' —1 ax(l __x3) 3
hinc obtinemus pro forma priori:

Jx xdx xx9x
[ 2= _—a ELESPN [ -
J 3 3 - 3
’(13—8-.:3) 2 (l-—513) l’(l’s—a-za)
a3o0x __ xtdx _ X ox _
AP [ T L iR
) (x——:c3) ¥ (1-313) ) (l-—xS)
x6 dx 1.4 xiox __ 2.} 3.6
fs "IGA fs "\T;B fs =53 €
Y g UTP s 'Gndd _se
‘ —14.7 xto -5 = %X —95-9
3( 3) — 3.6.9 A f3 3)—.‘.;.10 B f3( 2 — 8.38.11 C
Y(i—= Y(i—=x ¥V (1—=x1
[Zlex ks, | o £ 2500 p S0E =38 gas
3 T 3.6.9a2 3 — 4.7.1043 5 ~ 5.8.11.4
¥ (1—x3) ¥ (1—=x3) Y (1—=x3)
etc.
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:A‘/ » 3 [: I 5&' .‘ :B/ . T fs ’:ar __. C/
AN '/(n-;-éxfi)’ 1T Ye(l;-éx'i)’ '
LEdy x x . x>0x . __ /
‘ ‘/_1: 1'3,—%13/' f 2 gc
(a3, “;5:3’ 56
/ X x - 2. /7 . /
T e =3
V(1—=3)? V(-—-ﬂ)’
A’ _xxoax _ ’;5_.9 , ‘/‘., xt8 dx Hz,q,,g;. ’
~ 369 . 3 ~ 4710
'/(l-—-x3 s ! ¥ (1+x3)% ’
7-10 A/ /' x'30x